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������� �� ��������� ����	

��� ����� ��	
���� 
���
���� ���� ����� ������ 	 �
� �� �
�
������ ����
 ����� � ������ � ���� ������ �
�����������
��� ����� ��	
���� �
���
���� ���� ���
 �� �� �� ������
�

�� ��������� � ������ � ���� ������ �
�����������
!������ ��������� �
������� ����� A1, A2, . . . , An �������� ����

� ����� ������ ���� ��������� �
���������� ���� 	 �
� ����"�	����
����������� #���
����� ����� $�
%���&� $���%���& � $���
�& '���
�����%� %���(�) �������� ����� %���� ����� � �
���������� * %��
� ���
 ���� ������
����

����������� ������� ��
�������� � ������� �
����������
��	
���� ��� �� �
�� ��	�����
 (�%� �
����������� ��� �� �� ��
��	�����
 �� ��������� +�� 
�� ���� �� �
�
� ����������
� �����
ω ��	
���� ���
����� ���������� ������ ��
� ��	������ Ω�
#���
����� ��
 ����
����� %�����%� ���
�� ������� ����������
�
����� �������� ����� ωi = {�
���� i ����}� i = 1, 2, 3, 4, 5, 6�
,���������� ������ ��
 ����� ��
� ����������� ����� ������ ���

	
���� 
����������� ��� (��� ������ #���
����� ��
 ����
�����
%�����%� ���
�� ��� ����� A = {�
���� ������� �
��� ����} ���
�
���
�
�
 � ����������� ����� ω1� ω3� ω5�
-� �� ����� �� �� ��	%�����
 �� ����� ������ 
�� ��������

����������
� ����� � ������ �
����������� .������� ����� A = Ω �
������������ � ����� B = ∅ * ���� �
����

������� �� +����� ����
���� ������ ��� ����%� �
����������
��
���
 ������� ����������
� ������

���������� !�
 ����������� ����
����� �����
 �� �
�� ���
�

����������
� �������
/

(A,A); (A,P); (P,A); (P,P),

�� A * �
������� ������ '	���� ���� $%����&)� P * �
������� ���
����� '	���� ���� $��������&)� 0���
���� ���
 �������� �����
%���� ������ ����

Ω = {(A,A); (A,P); (P,A); (P,P)}
� ������� ����������
� ����� ����%� �
�����������

1



������ �� ��������� ����	
 ������ ����������

���� ������	
 ��� ��	���

����� ���� ���������� ����� A � B ��������� ��	
 ����� �	� ���
����� � ����� ���� � ����� � ���� A ��� B� � ���������� A + B ����
A ∪ B��

����� n ���������� ����� A1, A2, . . . , An ��������� ��	
 ���
��� �	� ������� � ����� ��������� ����� � ��� ���� �������������
n⋃

i=1

Ai��

�������� ���� ���������� ����� A � B ��������� ��	
 �����
�	� ������� � �
������ ����� ���� ���� A � B� � ���������� A · B
���� A ∩ B��

�������� n ���������� ����� A1, A2, . . . , An ��������� ��	
 ���

��� �	� ������� � �
������ ����� ���� ��� ���� �������������
n⋂

i=1

Ai��

������� ���� ���������� ����� A � B ��������� ����� �	� ���
����� � ���
�  � ���
������� ���� A � �! ���
������� ���� B� �
���������� A − B ���� A \ B��
"��� A ��������� ���������� � ���� A � ����
 ������

�
������ �	 � ���� ���
������� ���� 	��� �! ���
������� ���� A�
����� A = Ω−A� #�!����� ������!$�� ���� �!�
����� � 
��������
����
 ��
�
 �����

������� �� % � �	
 ��������� 	
��	� ������ �� ������� 	�����
�
&������� � ����� �������� ��
 	
��	
� "��� A = {������� 	
���
	
 ������ 	�����
}� ���� B = {������� 	
��	
 ������� 	�����
}�
'
����� �� �!�
����� �� ����(

���� ����
 )� ���� �!�
������ ���
  � ����� ���� A ��	�����
��$������� ����� ���� B� � �����	�� % ����
 ������
����� ����
A � B � ������!$����*

A = B � B = A �

������� 	� "�	����� �� �������� 	
��	�� &!��� ���� Ai =
= {����! i ���	 �� �!�+��
 	
��	
}� i = 1, 2, 3, 4, 5, 6� Bj = {�����
! j ���	 �� �
���
 	
��	
}� j = 1, 2, 3, 4, 5, 6� ,������� �!�!� Ai�
Bj ��	� ����*

-



������� �� ��������� ����	

�� ���� ���� �� 	
�� ������ 	���
��� �����
�� 
��	� 
 ���� ���� � 	����� �����

� 
��	� 
 ���� �� ������ ����� �����


��������� �� ����� C1 = {���� ���� �� 	
�� ������ 	���
���
����}� �� ��	�� ����
� ��� ��	� ��� �� ������� ����� 
��	�
i ���� � �� 	��!��� " j ���� ��� #�� i + j = 5 ����� i = 1 j = 4 
��� i = 2 j = 3 ��� i = 3 j = 2 ��� i = 4 j = 1� $��� 

C1 = A1 · B4 + A2 · B3 + A3 · B2 + A4 · B1.

�� %�&����� C2 = {
��	� 
 ���� ���� � 	����� ����}� %�	�� C2


�	��	����� ��	� ��� �� 	
�� ������ � ���� 
��	� ��� '( ��� '' 
��� ') ���� ����� i = 4 j = 6 ��� i = 5 j = 5 ��� i = 6 j = 4 ���
i = 6 j = 5 ��� i = 5 j = 6 ��� i = 6, j = 6� *���

C2 = A4 · B6 + A5 · B5 + A6 · B4 + A6 · B5 + A5 · B6 + A6 · B6.


� ����� C3 = {
��	� 
 ���� �� ������ ����� ����}� $������
�������� ��������� ���� ��� ���� 
���� �� ������� ����� 	�+
��
��� �	�,� �� ��	�� C3 ����
� ��� ��	� ��� ���� ���� ��
	
�� ������ 	���
��
���� ��� 	
�� ��� ������ *���

C3 = A1 · B1 + A1 · B2 + A2 · B1�

������� �� -
� ������,� ������� ������� � ������ �� �	���� ��&��
%�	�� A = {� ������ 
���
 ����� ������,�} ��	�� B = {� ������

���
 	��!� ������,�}� .��&� ����& A � B ���� ��	�/0 C = {	
�

������� 
 ������} D = {��	��!� 
������� 
 ������} E = {����
� �	�� 
������� 
 ������} F = {��� �	�� 
������� 
 ������}�


��������� %������ ����������� ��	�� ����	������ & �������
��	��

A · B, A · B, A · B, A · B.

%�	�� C 
�	��	����� ��	� ��� ��	
� ������,� 
������ � �������
*��� 
��� � 	������� 	
�� ��	�� A � B� $��� 

C = A · B.

1



������ �� ��������� ����	
 ������ ����������

����� D ������	 
 ���� �� 
 ������ �� 
����� ������ ���������
����� �� 
����� ��� ������ �A�� ��� ����� �B �� ���

D = A · B.

����� E 
��������� �����  ��� 
 ������ 
����� !��� � ���� ����"
����� #� ���� ��� �����  ��� ��� ����
� �������� 
�����  �������
��� ������ 
������ ����� �� 
������ ��� ������ �� 
������ �
����� 
������ ���

E = AB + AB + AB,

�����
E = A + B.

����� F ������	 
 ���� �� ������ �������� 
�����  ������� �
����� �� 
����� ��� ����� 
������ � ������ �� 
������ ���

F = AB + AB�

���� ������	
 ��	��
		 ������	����

$�!�� �� ����������� ������ � ��
�������
��
���������� ����	 A ����
�%	 
��������%  ��� ���� ���������"

��! ������ �
� ��������
�! ��� ����&� ��  ��� ���� 
��! ��
�������"

�! �����������! ������ �
  ����� 
�����
�����

'��
������� ����& A ��(����%�� P(A)� ��� (� �(��������

P(A) =
m

n
, �)�

�� m *  ��� ���� �����������! ������ �
� ��������
�! ����& A+ n *
 ��� ���� ��! �����������! ������ �
  ����� 
�����
�����

,  ��������� �(������� ���
������� 
����
�	� ��

0 � P(A) � 1,

������ P(A) = 0� � �� A = ∅ * �������
� ������ � P(A) = 1�
� �� A = Ω * �����
���� ������

-



������� �� ��������� ����	

������� �� � ���� ������	�
 � ����� � ������ � � �������� ��	���
�������
 �������	 ����� ������ ����������	 ����� �� �������

����
�� ��	�� ��������


��������� �����  ���
 A = {����
�� ! ���� ��	�� �������}� ��"
��	�� ��	����	 ��	�� � ���� # 5 + 3 + 4 = 12�  ������ ����
��
��$�� ���	"
�� ! ��� ! ��������� ������������ %��� � ������ ��"
 ��������� & '( �������$���� ��������� ����� n = 12� )�	����	
 ����� �� � ��
��	  ���* A� ��!����&�	�
 ��	����� �������� ��"
	��� ����� m = 4� +�$�� !� �!������
� ,'- �����������

P(A) =
m

n
=

4
12

=
1
3
�

������� 	� ������ ����������	 ����� �� ������� �� ������� ��"
��� ���!����� ���� ����	�
 ��.

�- �/
�- ��


��������� 0 ������ ��!� �� ��������
  �
��& � ����� �� ����"
��&�	�
 �� ������� ����� ���!����� ����� �������� ������ ��"
 ��������
 & ���� ! ���� ��� '1 �� 22� +���	�� ����� ���� 21� ��
n = 90�

�- �����  ���
 A = {������� ���!����� ���� ����	�
 �� �}�
+���	�� ��$�� ����& ! 21 ���!������ ���� ����	�
 �� �� �� � ��"

������ �
  ���* A & �1 ��������� ����� m = 30� %��� !� 3����"
�� ,'- ����������	  ���* A

P(A) =
30
90

=
1
3
.

�- �����  ���
 B = {������� ���!����� ���� ����	�
 �� �}�
����	�� ��	����	 �������� �� ��������
� 
� � �  � �����	��� ��"
 ����� n = 90� ��!������ ��	����	 ����� 
�� ��
�	�
 �� �� +����"
���� �� ����� ���� ���� m = 18 ,��$��  4
�� ���� ����	�
 �� �-�
+�$��

P(B) =
18
90

=
1
5
�

5



������ �� ��������� ����	
 ������ ����������

�������� �	������
 ���������� ����������� �� ��������� ����
��������� �������� ���������� ���� ������� ��� ����������
��� �������� ���������
 ������������ 	���������� ����������

������ �����������

���� �������	
�� ���
���� �����������

 ���� ������� ��� ������������ �������� ���������
 �������
����� � ������ ��
�� ������� Ω� ��� ����������� �������� �����
������� ������� ����! A ����
��� �� ����������� ����!� 
�� ������
��� ������� A ⊆ Ω� "��� ���������� ����! A ������� ����#����
���� ������� A �� ���� ������� Ω� �����

P(A) =
m(A)
m(Ω)

. $%&

'���� ������� �� ��
���� �������� � �������� � �������� ���
����� ������ ��(�� )����������! *�)���� 
�� ������ +
 ��������

������� �� ,� ������� ����� �������� ����� ���������
 	
�������� [0; 5]� ��� ���������� ��)�� ��-
�& ���� ��� ����� ���#� ./
�& ������� ��� ����� ����#�� 0/
& ��	��+
 ��� ����� ���#� %� � !� ������� ����#�� 1�

���������
 2�	������ ����	 x ���#� ������ ������ ��������
����� 	 �������� [0; 5]� � ����	 y 3 ���)� ������ "��� 0 � x � 5�
0 � y � 5� 4�������� �����������! ��������� ����� ������� ����� ����
�� �����������
 �	������
� )����������! ����������� 5 +���� ��	�
�������� ��� ������� �������� ���������
 � ������ $���� 67
1& 	� �������� 0� ����� 
��)� ������� %0� �����

m(Ω) = 25.

�&  ���� ����
 A = {���� ��� ����� ���#� .}� "��� �����

A = {(x; y) : x + y < 4},

8



������� �� ��������� ����	

���

A = {y < 4 − x}.
����� ���	�
���
� 
������ ���������

�� �� ������� ����� A�
��������� ������ �����������
� 
� ���  !� ����� ����

m(A) =
1
2
· 4 · 4 = 8.

"�������#� ���	��� �$! ��� ���	����#
�� %	����
���� ����&
	�'	�

P(A) =
m(A)
m(Ω)

=
8
25

.
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���� �

�! (���% ����� B = {������� ���� #��� ������% )}� *���

B = {(x; y) : xy > 5},

���

B =
{

(x; y) : y >
5
x

}
.

+
���
� ��� 
�������� �� ������� ����� B� ���������' ������

ABC� ����������
� 
� ��� $� �� ��
�� AC , ������ ��
�-�� y =
5
x
�

 .



������ �� ��������� ����	
 ������ ����������

��������� ���	
 ��� ���
�� �� ��������� ����������� ����������

m(B) =

5∫
1

(
5 − 5

x

)
dx = (5x − 5 ln x)

∣∣∣5
1

= 20 − 5 ln 5.

�����

P(B) =
m(B)
m(Ω)

=
20 − 5 ln 5

25
≈ 0�478.
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���� �

�� ���� ����! C = {������! ���� ����� ���"� #� � �� ���
��$
���%"� &}� ����

C = {(x; y) : |x − y| < 2, xy > 3},

����$� �����
�� ����������

y < x + 2, y > x − 2, y >
x

3
.

'������ ����$� $��������� !$�� �������%�!��% ��������� �������(
���� 
����� ���
�
 ABCDE )���* &�* +�!�� AE �����%�! ����!�(
�!� y = x + 2� ��!�� CD , ����!��!� y = x − 2� � ����! MEDN ,

�����$�� �
�$��� y =
3
x
* -������ ���$� M ��������%�! � ��������

..



������� �� ��������� ����	

3
x

= 5� ����� x =
3
5
� ����	
�
 �����N ��	
�
����� � ��	���� y =

3
5
�

������� ����� E �� ����� ������	� ��� ��	�� y =
3
x
� y = x + 2

��	
�
��� � ��	�		� x + 2 =
3
x
� ����� �
��� x = 1� �	
�����	�

��	
�
��� 
������ ����� D �� ����� ������	� ��� ��	�� y = x− 2

� y =
3
x
� ����� x = 3�

�

�
�

3
5

�

�

�

�

�

3
5
� � � � �

�
�
�

�

�
�

� �

�

�

�
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�

�

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
��

���� �

��� ��	
��		� �����	���� ����� C ��������� ��� � ���
���

ABCDE� �����	��  �

SABCDE = SMBN − SMAE − SCND = SMBN − 2SCND,

�������� SMAE = SCND� !���

SMBN =

5∫
3
5

(
5 − 3

x

)
dx =

= (5x − 3 ln x)
∣∣∣5
3
5

= 25 − 3 ln 5 −
(

3 − 3 ln
3
5

)
=

= 22 + 3 ln 3 − 6 ln 5;

"#



������ �� ��������� ����	
 ������ ����������

SCND =

5∫
3

(
x − 2 − 3

x

)
dx =

(
x2

2
− 2x − 3 ln x

)∣∣∣5
3

=

=
25
2

− 10 − 3 ln 5 −
(

9
2
− 6 − 3 ln 3

)
= 4 + 3 ln 3 − 3 ln 5.

�����

m(C) = 22 + 3 ln 3 − 6 ln 5 − 8 − 6 ln 3 + 6 ln 5 = 14 − 3 ln 3,

�

P(C) =
14 − 3 ln 3

25
≈ 0�428�

������� �� ��� 	�
���� ������� �
	���� 
 ������
 ��	�� ���

������� �� ��������� ������ ���� ���� ��� ����� ������ ���

 �! ������ �������� "# ��� ��	�� ���� ��� � ��	�� �
	������ $����

��������	�� ����� %� �
	���� ���&
����	��

���������
 '������� ����� x ��	 �����
 �� ��	�� �
	����� ����

���� 	�
������ � ����� y ( ��
����� '��
	��� �� ��� %� ������

��� ��	 � �) ��! ���&
�	� �
	����� ��	
��!��� ��&�� 	�
���� ���
��

�
	����	� �������� ����!) ����� ���� ��� x � y � ��
���	� 
���

0 � x � 1 � 0 � y � 1.

*���� ����� A ������! � ���
� %� �
	���� ���&
��	�� +� ������

��� �����  �� ������ ��� ��	�� �����
 �� ��	�� �
	����� �������

�� ��
���� 	�
������ ����� "# ��� �&�
1
4
���� ��&��

|x − y| � 1
4
.

$���	 ����
!�� �������	��

y � x +
1
4

�� y � x − 1
4
.

,����� ���� �  ������� � � ������������� �� �������	��� 
����

��! -��
�
 ABCDOE� ��&�����
 �� �	� .�

"/
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�
�

1
4

3
4

�

�

1
4

3
4
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�

���� �

��������

SABCDOE = SMBNO − 2SEMA,

���	
��

SMBNO = 1, SEMA =
1
2
· 3
4
· 3
4

=
9
16

,




SABCDOE = 1 − 9
16

=
7
16

.

���� ��
������� 
�
� �
 �����	 �����������

P(A) =
7
16
�

���� ���������	
 ��	��
		 ������	����

�������� �����	�� 
���	���� ��
����
�� �������	��� �
 ��� �������

���� �������� ����
������� ����
�
������ �
 ����
 
����������


 �
�������� �� � 
����
���� ������ �������
���

����
�� ��
����� ����	 A �������� ����
 ���� �����
�� ���
��
������� � ���! �
��� A ���������� �
 �����
�� ���! ��
������!

����
������� "���
��� 	��
� �
��# A �
���	��� W (A)� $
��

W (A) =
m

n
,

%&



������ �� ��������� ����	
 ������ ����������

�� m � ��������� 	
����	���� � ��
� 	�������� ���� A� n � �����
����� ���� ��	����
� 	
����	����

�
��� ��	�� ��� ���������� �������� �����
 ���� A ��

	��
��� �������� 	
����	���� ���
	���� ��	������� ���� A 

P(A) = lim
n→∞W (A).

������� �� !�
 ����	��"� ��	� �����"�� ��� 	
�	��� # ����
�	��
� �
�
"� �	��� � $%% ����	����
�� &����
 	������ ������
����	��
� �
�
"� �	����

���������
 '���� ���� A �����( 	 ���� ) 	
�	��� ����	���
�
�
"� �	���� *�� 	������ ������ ���� A

W (A) =
m

n
=

5
200

= 0�025�

������� 	� !�
 �������� � ��+��� ��� 	
�	���� ) 	������
������ 	������ ���	��( %�,#� !�	���� -%% �������	� .�����

�������	 ���
 	����
�
/

���������
 '���� ���� A �����( 	 ���� ) ������ ��	 	����
��
*�� � 0����
 ��� 	������ �����
 ���� A ��
��(�� ) �����
����� 	����
� �������	

m = n · W (A) = 100 · 0�85 = 85�

������ �� ������	 



����� �� 1	� ������"� ������ � ���� ������� 	 ��+���� .��
����� �
 ��������� ���� A � B� ��) A = {���+
� ������"� 	���
	 �
��+���}� B = {����
� ������"� 	���
	 � ��+���}�

�������� .�������


����� 	� !���	��
�
� �
 ��	����� �	�� ����� ���� ���� 
�2 A = {	
������� �� ���+� ���� ��}� B = {	
������� ��

����+� ���� ��} � 	
����	���� � ����
����� ������� ���
���

-#



������� �� ��������� ����	

�� A = {���� ����	
}� B = {���� �������}� C = {�	 ������
��} � ������	���� ��� �����	�  ����� �� �	 �������� ������� ��
������ ��������  �������

� A = {��	�	��� ��
 	����}� B = {��	�	��� 
��	 � ������
������} � ������	��� � ������	��� ��
 ������
 � � �������!���� ����" A � B � ��!���� # ��
 ������	���

���������� $ ��
 ��	��	
 ����" �� ����%%�� ����" ����� ����&
� �� � �������!�����

�	�	
	 �� '���	�� ������� �������	���
 ����& ��� ������	����
��� �����	�  ������	��� ��	������ �����	�

���������� Ω = {w1;w2;w3;w4;w5;w6}� �� wi = {��	�� i ����}�
�	�	
	 �� (�����	%�� ���� ��	����& ������ )�
	& Ai = {��	��
i ���� ��� ������� ������	���}� Bi = {��	�� i ���� ��� �������
������	���}� *��	#��� ����# Ai� Bi �	�� ����"+

A = {����	 �	#� ��	�� �	��	 ��������� ����}�
B = {���	 ���� ��� ��
 ������	���
 �����%� ,}�
C = {���	 ���� ��� ��
 ������	���
 ������ -}�
D = {����	 �	#� ��	�� ���	��	 ��������� ����}�

���������� A = A1 ·A3 ·A5 ·B1 ·B3 ·B5� B = A1B5 +A2B4 +A3B3 +
+A4B2 + A5B1� C = A3B6 + A4B5 + A4B6 + A5B4 + A5B5 + A5B6 +
+A6B3 + A6B4 + A6B5 + A6B6� D = A1B1 + A2B2 + A3B3 + A4B4 +
+A5B5 + A6B6�

�	�	
	 � .������ �	 ��#	���� ������	� �	 ������ � ����� ���
���	���� )�
	& Ai = {������� ����� �	 i��� ���	���}� *��	#���
����# Ai �	�� ����"+

A = {������� ����� ����	&��� �	 �	 ���	���}�
B = {������� �� ����� �	 !���� ���	���}�
C = {������� ����� ������ �	 ���� ���	���}�

���������� A = A1 ·A2 + A1 ·A2 ·A3 + A1 ·A2 ·A3� B = A1 ·A2 ·A3�
C = A1 · A2 · A3 + A1 · A2 · A3 + A1 · A2 · A3�

/,



������ �� ��������� ����	
 ������ ����������

������ �� ���������� �	� 
����� ��� ������ ���	�������� ���

������ �	����	 �
���	��� ����� � 	�������� �� �
���	�� ����

������

A = {�� ���� 
����� ����� ���	��} 

B = {�� !����� 
���� � ����� �	�	��} 

C = {��"� � �� ����� 
���� ����� �	�	��}�

����	
���� Ω = {(A,A,A); (A,A,P); (A,P,A); (A,P,P); (P,A,A); (P,
A,P); (P,P,A); (P,P,P)} A = {(A,A,P); (A,P,A); (P,A,A)} B =
= {(A,A,A)} C = {(A,A,P); (A,P,A); (A,P,P); (P,A,A); (P,A,P);
(P,P,A); (P,P,P)}�

������ �� #�	��$� ������% "���	� ����	��� � 
�&��� '��� �����

Ai = {���"��� � 
�&�� �	� i�
� ����	���}� (�	����� "	� Ai ����

������

A = {�	� ���"���} 

B = {��"� � ���� �	�
��} 

C = {� ����& ������ ���"���} 

D = {��"� � ��� ���"���}�

����	
���� A = A1A2A3A4 + A1A2A3A4 + A1A2A3A4 + A1A2A3A4 

B = A1A2A3A4 C = A2A3A4 + A1A2A3A4 + A1A2A3A4 + A1A2A3A4 

D = A1A2A3A4�

������ � ���������� "���	� 	��� 
����� )�������� �� �
��

��	�� ���� ������

A = {��� 	��� ����� ���	��} 

B = {����� � ����& ������ �	�	���}�

����	
���� A = {(A,A,P,P); (A,P,A,P); (A,P,P,A); (P,A,A,P);
(P,A,P,A); (P,P,A,A)} B = {(A,A,A,A); (A,A,A,P); (A,A,P,A);
(A,P,A,A); (P,A,A,A)}�

������ �� * ����� ���"�%���� +, ����$�� � +- ���"��� .����� �
��

��	����� ���� /� ���
���� ���	���� �"�� ����$��

����	
���� P(����	���� ����$��) =
5
11

�

+0



������� �� ��������� ����	

������ ��� ������ ����	
�	��� ���� �� �
� ���� �	��������� ���
�����

�� ���� � ���� 
�� ������ �
���
���
�� ������ 
�� �� ������ �
���
��!

���	
����� �� P =
3
4
� �� P =

1
4
!

������ ��� "�������� ����	
�	��� ���� �� �
� �	�������	 
�#��
��� � ���� �������

�� ��
�� �	#��	��� �����
�� ����
�� �	#��	��� �����
�� �	#��	��� ���� �	#�$� ����
����
� �	#��	��� ���� ���$� �������
�� �	#��	��� ���� �	#�$� $����!

���	
����� �� P =
1
2
� �� P =

1
2
� �� P =

1
3
� � P = 1� �� P = 0!

������ �� % �
  �������� ��� �� ���� ! &�� ����	
�	��� ����
�� ���� ���
�����  ����
��� ��������  '� ��#�(

���	
����� P =
2
π
!

������ ��� )������ �
����� ����� ����* ��#�+����� ���	���!
&�� ����	
�	��� ���� �� ��� ���������� �
����� ��
$�� ,- ��(

���	
����� P =
1
4
!

������ ��� .� ���� 	 �� ������ ������#��� � ��
	���� � ������ 
�	�'	 �	� ,/ 	 01 ��! &��� �� ���� �
������� ��
$��� �	� ����* �� �
����� 21 �� 	 ��� � �	�'� � ��
	�	! &��� ��
$�3 �
���� �� �������
���� ����* �� ����� ,1 �� 	 ��� � �	�'� � ��
	�	! ������ ����	
�	���
���� �� � ��
	� �	�� ������ � �
��������� �	�'	!

���	
����� P =
19
36

!

������ ��� 4� �#����	 �
������� �
��	 �� �������	� �	�����	 ,- ��!
4� '3 �#���� ����3�� ����� �	����
�� - ��! ������ ����	
�	���
���� �� ������ ��
���� ��� � ��
�#�#���� �
����!

,5



������ �� ��������� ����	
 ������ ����������

���������� P =
1
3
�

�	�	
	 ��� ��� �����	
 �	��� p � q �	�����	� �	��� �	�	�������
� ��������� [−2; 2]� �����	 ����������� ����� �� ��������� ��������
x2 + px + q = 0 ����

� ������ ������!
� ������ ������� ������!
� ��	� ������ ������	�� � ��"	� ���#���	�!
� 
��� � ��	� �����	� ������ � ��������� [−1; 1]�

���������� � P =
7
12

! � P =
1
24

! � P =
1
2
! � P =

25
48

�

�	�	
	 �� $�	 ������%� ������& �����%�& ���� �	������ ' �����(
���	
 ��	�	%� ������ �� )*+ ��������	
� �����	 �������� �������
��������	
 ��	�	%� �������

���������� W = 0�04�

�	�	
	 ��� $�	 �������� � ��"��� ���� �	������� �� �������� ��(
����� ������� �������� +�,� $�������� '+ ��������� -�����	 �����(
��� ���	 �����	�	.

���������� m = 63�

),



������� �� ��������� ����	

������ �� ��	
	�� ��
�������� �� ��

������������ �� �����	���

�
��������	�

��� �������		
 ���
�	����� ���
� ������ ����� ����
�	� �
������
���� �
���
��� �����	���	�� ���
� ����������� ����
� ���
� ���
�
� ������� ���
��� ����
������  � !����"# ����
 ����	�$
% ���
������ ��
 ��������# ����
	�������% $� ���# ������� �
�����	��
�
������
 ��!�
$�	�% �������	���% �������	��

���� 	
� ���������� �����
% 	�����#��% $� ���! n! ����#����
&�	�'�����
��( 
 �!	���# ������� ��
� 	�������	�� ����� �� n)

n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n,

������� ���"��% $� 0! = 1�

���������� �� n ��������� �� m 	�!��"�� �	���	� 
! m ����

��	�
% ����	�� 
! n �����	�
% ��
 ������ ��!�
!	����� �
� ����"
�� ������� �����	�
% ��� 
 �� ��������� *��������% ��!�
$�		���

! ����� �����	�
 �� �� ������ ���
 �	���	�) {1; 2}% {1; 3}% {2; 1}%
{2; 3}% {3; 1}% {3; 2}� +
���
��� ��
� ��!�
$�	� 
! n �����	�
 �� m
�!	���"�� !� '������"

Am
n = n · (n − 1) · (n − 2) · . . . · (n − m + 1) =

n!
(n − m)!

. �,�

�������������� �� n ��������� 	�!��"�� �	���	� 
! n �����	�
�
% $� 
��
!	�"���� ���� �� ��������� *��������% �������	�����

! ����� �����	�
 ������ ���
 �	���	�) {1; 2; 3}% {1; 3; 2}% {2; 1; 3}%
{2; 3; 1}% {3; 1; 2}% {3; 2; 1}� +
���
��� ��
� �������	��� 
! n �����	�

�!	���"�� ���)

Pn =
n∏

k=1

= 1 · 2 · . . . · n = n! �-�

������������ �� n ��������� �� m 	�!��"�� �	���	� 
! m ����
��	�
% ����	�� 
! n �����	�
% ��
 ��!�
!	�"���� �
� ����" �
����

./



������ �� �������� ���	
�������� �� � ������������

������� ������	
�� ��������� ������������ 
� 	���� ������	
� ��
��� ����	� 	��
 �������� {1; 2}� {1; 3}� {2; 3}� �
���
�	� ��
� ������
���� 
� n ������	
� �� m ��������	� �� ��������

Cm
n =

(n − m + 1) · (n − m + 2) · . . . · n
m!

=
n!

m! · (n − m)!
. � !

"
� �����
������ ����		��� 
����	� 	��
 ��
��
���#�����

Pn = An
n = n!; Cm

n =
Am

n

Pm
; Cm

n = Cn−m
n ;

C0
n = Cn

n = 1; C1
n = n; C0

n + C1
n + C2

n + . . . + Cn
n = 2n.

������� �� $� ���������� ������ �	����	� ���	�%�� �����	��
������	� &' ���(���
�� � �����) ���� ������	��� * ���� � �
����
���(���
�� +�
������ ��������� ����� �����	� ������� ����	� ��
���� �����

������������ ,�
 ������
 �������� ����	� �� ���� ���� - (� ����
�
.���� 
� &' ������	
� �� *� ���
���� ���� ����	� �
���	��� ���(��
��
���� ��� ��������� /��� �
���
�	� ������
� ��������� ��������
�� ���� ���� �������0	��� �� �������� �1!� 	��	�

A4
10 = 10 · 9 · 8 · 7 = 5040�

������� 	� +�
���� �2�	�������� ����� ����� �	����	� �� �����
��%�� (��� &� 3� 1� *�  � ��.� ����� � ��� � ����
 ���	�
��0	���
��#� ���� ���4

������������ 5
��
 �2�	������
 ������ �	�����
 �� ������%�� (���
&� 3� 1� *�  � ����� �	����	� ��#� �����	������� (�� (��� � ���
��
� /��� 6� �
���
�	� �������0	��� �����	������� � �2�	� ������	
��
$%
��� � �������� �*!

P5 = 5! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120�

������� 
� , %���
 ���
��0	��� & �	����	
�� +�
������ ���������
����� ����	��

�! �	����	���� ���� � �
�����	
 	���� �	����	
�7
�! %������ ���	������ 	� �����	��� �	����	����6 ����4

3&



������� �� ��������� ����	


��������� �� � ����� ��	
 ���������� ��� 	 ����� ������
��
������� 
	 �� ������
� ������ �
	������ ���� ������� ������ ���
������ ������
� �� �� 	��!����� "��� �
���
��� ��#����� �����
�
��	��!� ���� �
���
��$ �����!��� 
	 �� �������
� �� %� ��� 	�
�� 	
&������$ '�� ��
��$ 

C3
15 =

15 · 14 · 13
1 · 2 · 3 = 455.

�� � ����� ��	
 ���������� ��� 	 ����� ������
�� ������� 
	
�� ������
� ������ �
	������ �� ���� ������� � ( ���� ��� ���
������$� 	���������� 
 ����������� ������ �������� ������
� �� 
	��!����� "��� �
���
��� ��#����� �����
� ��	��!� ���� �
���
��$
��	�
)��� 
	 �� �������
� �� %� ��� 	�
�� 	 &������$ '%� ��
��$ 

A3
15 = 15 · 14 · 13 = 2730�

������� �� * ���
 �
������� + !����� 
 � �
��� ������� ,�������
��(��$�� - ������� .�� (���
��
��� ����� )� ���������/

�� - !����� ������0

�� 1 !����� 
 1 �
��� ������2


��������� �� 3
���
��� ������ � ���
 4 �%� *�	��!���� ��
������
��������� ��#�� 
����� - ������ 	 �% '��	 ���������� 5� � ������
6��
���� ��� ����� �� �� 	��!���� ������ ��(����� ������� �
���
�
��� �����!��� ��	��!� �� 	� &������$ '��� �����

n = C4
13 =

13 · 12 · 11 · 10
1 · 2 · 3 · 4 = 715

 �
���
��� ��
� ������������ ����
�
� � ����� �����������
�

,���( ��
� A ������ � ����� )� ��(���� - !����� ������� 7

- !����� ������ ��#�� ��(���� 	 ���� 	 ������ !����� �������
"��� �
���
��� ����
�
�� ����������� ��
5 A� ��	��!� ���� 	� &���
����$ '��� � ����

m = C4
8 =

8 · 7 · 6 · 5
1 · 2 · 3 · 4 = 70.
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������ �� �������� ���	
�������� �� � ������������

����� �����	
���� ���� �� ����
��� � ��	
�� �������

P(A) =
m

n
=

70
715

=
14
143

≈ 0�098.

�� � ��� ������ ��������� ���� �������� 
�������� ���� ����� ��
� � ����	��
���� ��
��� n = 715! "���� ����� B �����# � ����� ��
���
��� $ ��	
�� � $ ����� ������! %��
������ ��������� ���������
�� ���
� �	�����! &�� ��	
� ������ ���
� ���
��� � ������� ���
��������� � �	
��

m1 = C2
8 =

8 · 7
1 · 2 = 28

���������� � $ ����� ' �� �(��� ������ �� �
��������� � �	
��

m2 = C2
5 =

5 · 4
1 · 2 = 10

���������! )��� $ ����� � $ ��	
�� ������ ���
� ���
���

m = m1 · m2 = 28 · 10 = 280

���������! )��� ��������� 
��������� �� ��	��# ����* B� m = 280!
����� �����	
���� ����* B

P(B) =
280
715

=
56
143

≈ 0�39!

������� �� +���
������ ��	��
��� ��
�	���
�* 	����� 
�����
�

� ��	���� ��	���� � 	��������,���� ���������� ��
�� ��	�� -�
�����
���� ��� ������ � ��
��� 	���! .��
�� �����
� ��	���# ��
�
��	���! /
���� �����	
���� ���� �� 

�� ��	��
�� - � $ 
� ������ ����	����
�0
�� ��	��
�� - � $ �������� �����
���� ��� ������ ��	��!

������������ 1�#�� ���	�����

� 	�������� -2 ������� ��	�� -� ���3
��
���! � ����� 	��� ����* ���	��
�,���� ��
� ��� ��
�* 
� ��4� 
�3
��	��� ��	��
���� �� 	��������,���� ��	�� �����
���� � � ��	�����
	��������! )��� ���� �������

� 
�����,�� 	������

���� � ����3
����� ����� 	������
� ���
���#���� �� 5�	����, 67� 

n = A14
16 =

16!
2!

.
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������� �� ��������� ����	

�� ��������� �	
	� A ����� ��� ������� � ����� �� ��
���� �
 � ���������� �	
������	����� ��� �� � !�	�� 
�����������
�	
	� � ����	���� ��� ������	��� ��������� �	
	����������� � "#
������� ������������ �� $�
����� % �&

m = P14 = 14!

'�(	� ������������ �������� $�
���� )���
���� %��� �����	*
��

P(A) =
m

n
=

14!2!
16!

=
1

15 · 8 ≈ 0�008.

!� +	#�) ���� B ������� � ����� �� ��
���� �  � ����� ���*
�	����� �� ������ ��
��� , 
��� � � ��-� � �. ��
 �����# ��-��
�
����� � ��(�) ��
 ��
���� ��(��� 
����������� ����� �����*
!���&

m1 = 13 · 2 = 26.

/�� � ��
���� !�	�� 
������������ �( �� ����	�����

m2 = A12
14 =

14!
2!

�����!���� ���� ���" B ��
�����

m = m1 · m2 = 26 · 14!
2!

��������
'�(	� ���
���� ���" B

P(B) =
26 · 14! · 2!

2! · 16!
=

13
120

≈ 0�108�

������� �� 0����	�� ����������� � ������ 
���# ��
�!�� . �
���# �������� ��  �
�� �	 . 1 �� 2 �
�  � ������# 1 �� . �
�� 3��*
)�� )���
���� ����� �� ���� �������� � ��
�!� �������� 4 �
��


��������� 5�!
 ���# ��
�!� � ������ � ������	����� �������
���#

n = C2
8 =

8 · 7
2

= 28.

� 



������ �� �������� ���	
�������� �� � ������������

�� �������� �	���	
�� ��
�	��	 � ���������	 � ����	 ��� ����
�	 � �
����
����� ���	� A �������  ����� �� ���	
�� ��� ������� ����

�	 
������� � ���� �� �� ��� ��!� ���	� ���� ���� ��	� ��!���
" ����� � 	�!�� � # ���� $
�	���� �	���	
�� ����	 ���	
�% " ����
���	�%� #� � ���	
�% # ���� � &� �� ������ & ����� ���	
�% � ����
�� �� m = 3 · 2'( 
��
������ $� ��

P(A) =
m

n
=

6
28

≈ 0�214�

������� �� ) ����	 *+ ����,	 	 - �	.��� 
���� ���� �����%��
��� ��� �.�
�	  ���/����,	0� 1�� ���	��	
�� ����� ��2
�3 ������� ��� ����,	4
�3 ������� ����,� � �	.���5

������������ ) ����	 *- �
	�� 
���� ���� *+ ����,	 	 - �	.��� 6��	�
��� �
	� 	� *- � 
����.������� �	���	
�� ����

n = C2
15 =

15 · 14
2

= 105.

�� �������� �	���	
�� ��
�	��	 � ���������	 � ����	 ��� �
	�
	� *-�
�3 ����� ���	� A = {������ ��� ����,	}� 7������� �	���	
��

��
�	��	� �� 
����%�� ���	0 A� ����.����
� �	���	
�% ����	 ���
����,	 	� *+2

m = C2
10 =

10 · 9
2

= 45.

$� ��

P(A) =
m

n
=

45
105

≈ 0�43.

�3 ����� ���	� B = {������ ����,� � �	.���}� �� �� ���
�������

m = 10 · 5 = 50

��
������
$� ��

P(B) =
m

n
=

50
105

≈ 0�48�

&-
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������ �� � ����������� 	
�� ��������� �	
� � ���������� ������
��
 ����
�� ���
 �	
�� ��	���� �	��� � ���
�� ����� �
����
����
 �
 ���	��
	��

����	
���� ��� �������

������ �� � ��������� ���
�� �
 !�� ���	� ��������
��� ������
��
 ����
�� ��� ����� ���	��� ��	���

����	
���� "# ������

������ � � ���
�
�� ��
$������ %& �����������$ ������ '��
���	 ���������� ��� �
 !�� � ���
�
��� �
��
��� ��	��� � ��� 
����������� ����(�� )�
  ���	����� ��� *+


, ��� �������� ����� ��- ����������� ������.
�, # �������� ����� ��- ����������� �������

����	
���� 
, P =
1

148200
. �, P =

5
2016

≈ 0�0025�

������ �� / �
	��- � #& ��	���� ��
 ������� "&0 �	
��� �
��
���
�� �
1�� 2 ��	���� /�
 ��  ���	����� ��� * ��	�� �� ����$
��������� 3 �	
��
��$ ��	����

����	
���� P =
704816
2330445

≈ 0�3�

������ �� � ��	���
 4 ������ ��
���$ ����	���$ �
��� ��	��
���$ �	� �
��� 5 � ��!��
��� �6���� 
 ��� 5 � 	��1� 7�� �
�
����� �������� ������-����� )�
  ���	����� ��� * ��� �
��
���
����	��� �
��� ���	������������ �������

����	
���� P =
7
15

�

������ �� � ���
���
	��� ��
�� "3 ������ � ���$ ����	 (��
��
������ �
���
���1� ������	 5 ���������� ���(�����
��� ��!�
�����	 5 ����	
��	1� /�
 ��  ���	����� ��� * ��
 �
��
���
���	
��$ ���� (��
���������� ���41 ���(�����1�

"�



������ �� �������� ���	
�������� �� � ������������

���������� P =
47
150

≈ 0�31�

�	�	
	 �� � ���� � �	
�� 	
���
�
� � ��	�
�
�
 �� � ���
�
 �
��
�
	�� �������� ������� �� �	
���� ���  �
��	����� �
�
� !
 �
��
�����"

�# 
�
�
 �
��
	�$
�# 	����% �
��
	��&

���������� �# P =
34
105

≈ 0�32$ �# P =
71
105

≈ 0�68�

�	�	
	 �� � �
'��� ������ ( ��	�
��% � ) ������% ������� *�� ��
 �
��	����� �
�
� !
 ��	� �
��	�
% �����% ����� �����"

�# ��� ��	�
��$
�# ) ������% �������

���������� �# P =
1
3
$ �# P =

2
15

�

�	�	
	 � +
��	� ������ � ����	 	
���	���� � %�
,-�� � � ������
*�� ��  �
��	����� �
�
� !
 � ����	 ,���� ) %�
,-� � ) �������

���������� P =
14
33

≈ 0�4�

�	�	
	 ��� .� ����� �
��	� ��% ������� �����
�
/ �
��	�/� !
 ,��
	�������� � ,	
���� �� ���	�'��� 0��������  �
��	����� �
�
� !

��	� ��,����% ,1��� �������"

�# 
�� ���	�'�� $
�# %
�� � 
�� ���	�'�� �

���������� �# P =
5
9
$ �# P =

7
9
�

�	�	
	 ��� 21��� ����
�� ��	� ���% ) ,�	������ � ���������
��� 
�����
 	
���!���� �� ,
��-�� ���  �
��	����� �
�
� !
 -� )
,�	������ ��
������� ,
	�&

���������� P =
2
5
�
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������ ��� � ���� � ����	 � 
 �����	 ����� � ���� �������� ����
����� � ����� ������ ����������� ����� �� ��� � ��	  ����� �
���  ������

���	
����� P =
60
143

≈ 0�42�

������ �� !� �"�#��� ����	 ��$����� ���"�� %�&� %�&� %&� %�&�
%"&� %�&� %�&� %�&� %�&� ������ ����������� ����� ��� �������� �����
����� '� ����� �� ������(�" ����� %"�������&�

���	
����� P =
1

181440
�

������ ��� )�� ������'� �"���"*�� ���� ��� ������ ��������� �
��+"��� ,���������� ����"��� � ��+"�� ��� $"�+��� �������( -�.�
��� �������  -�/� ��� ��"�����  -��� 0� ����������� ����� ��1
�2 	��� � ���� �� ��	 ������� � ��+"��3
�2 ����� ���( ������� � ��+"��3
�2 *��"� �" ������� � ��+"��4

���	
����� �2 P = 0�9943 �2 P = 0�3983 �2 P = 0�006�

������ ��� � ����� � ��� ��������� / ��������	 � . ����	 �����
�������� �������� ���� �� ����� ��� ����� ������ �����������
����� �� ���� ��������� ���1
�2 $"�+� ���� $��"������ � ����� $���� ���� �������� �����3
�2 $"�+� ���� �" $��"������ � �����

���	
����� �2 P =
64
225

≈ 0�283 �2 P =
4
15
�

������ ��� 5 ��������	 � �"��6 ���"��� �"���� ������ 
 �����
�������� ����� .  �"�#����� �� /  �"������� ������ �����������
����� �� �� *"�"�������� �� $"�+�6 $��� ������� $����$���� ���(
����� � ������ �����

���	
����� P =
32
105

≈ 0�3�

7/



������ �� ������� ����	
� ������� � �������� ������������

������ �� �	
��
� ������ ������

� �

�
���

� �����
�	���

����������� �	�� ���� ��������� ��	
������ 	���� A � B �������
���� �� ����������� ��� ���������� ������� �������� �����

P(A + B) = P(A) + P(B) − P(A · B).

���� 	���� A � B ���������� �� P(A · B) = 0� ����

P(A + B) = P(A) + P(B).

���� ��	
����� 	���� A1, A2, . . . , An 	�	
�� ���������� �� ������
����� 	���� �� 
 � ������ � !�� 	���� ������� ���� �� �����������"

P(A1 + A2 + . . . + An) = P(A1) + P(A1) + . . . + P(An).

#��
 ����������� ��	
������ 	���� A1, A2, . . . , An� ��� ������
��� 	���� ��	�� ������� �����!�� �����

P(A1) + P(A2) + . . . + P(An) = 1.

$����
� ��� 	�����%��� 	���� A � A ����������� �������

P(A) = 1 − P(A).

&�	
����� 	���� A �
 B �
���
����� �
������� ���� ������
����� 	���� ������ � ��� �
��%��� ��� 	���� 
�� ��	���� ��'��� & ���
'��� ��	
��� 	���� A �
 B �
���
����� ���
�������

(��������� 	���� B� �� �����
 �
 ����� 	���� 	���� A� �
���
���
	������ ����������� 	���� B )�
 ����� 	���� 	���� A* � 	���
 
���
P(B/A) 
�� PA(B)�

���� 	���� A �
 B ���
��%��� �� P(B/A) = P(B)� � �
�	
���
P(A/B) = P(A)�

����������� ���	��	 ���� ��	
������ 	���� A � B ������� �����
��� ���������� ������ � !�� 	���� �
 ������ ���������� ��'�� 	����
�
 ������ �� 	�'
 	���� ������
��� �����

P(A · B) = P(A) · P(B/A) = P(B) · P(A/B).

+,



������� �� ��������� ����	

���� ����� �	
��	��� ��

P(A · B) = P(A) · P(B).

�	��� � n �	
��	��� ���������� ����� A1, A2, . . . , An� �������
����� ����� ���� � ������ 
  �� ����� ��
��������� 
� !���"��#

P(A1 + A2 + . . . + An) = 1 − P(A1) · P(A2) · . . . · P(An).

������� �� $�%	�� ����������� 
 ����� ������	�� ����������� ��"�
�	��� ������ 	� " �	�%" ������� ��%	�� ������#� &�'(� " ��")"
������� * &�+(� " ��	�# * &�,(� ��� ����������� ��)�� �� ��� �����"
�������� �����	 � ��"����-

�. " �	�%" ��� � ��")" �������/
�. �	 ��"���� " ��%	��0


��������� 1�	�	�� ��
���	���-

����� A1 = {��"�	��� � �	�%" �������}/
����� A2 = {��"�	��� � ��")" �������}/
����� A3 = {��"�	��� � ��	�# �������}/
����� A4 = {�	��"�	��� � ��%	��}�
2���

P(A1) = 0�45; P(A2) = 0�35; P(A3) = 0�15.

�. 3�� �����" �������� ����� A1� A2� A3 �	�"������ 2��"

P(A1 + A2) = P(A1) + P(A2) = 0�45 + 0�35 = 0�8.

�. 3���� A1� A2� A3� A4 ������� �	�"����� �� "����##�� ����"
)�"�" ���������� ������ 2��"

P(A1) + P(A2) + P(A3) + P(A4) = 1.

4�	�

P(A4) = 1−P(A1)−P(A2)−P(A3) = 1−0�45−0�35−0�15 = 0�05�

+&



������ �� ������� ����	
� ������� � �������� ������������

������� �� ��� ��������� �	��
� ���	���� �������� ��������
	� 	��� ����������� ����������� ��
�� �� ����� ��������� �������
���������� 	������� �� � � 	��
�� ! ��"� #����� ����������� ��
��
�� ���	���� ��������� $�	 ���������

����������� %����&��� ��	�� A = {���	���� 	�� ��������� $�'
	 ��������}( A1 = {���	���� $�	 �������� ����� ���������}(
A2 = {���	���� $�	 �������� 	��
�� ���������}� )�	�

A = A1 + A2.

*������� ��������� ��������� ����� ��������� � �����&��
��������� ���
� ����
� ��������� 	��
��� ��	�+ �������� )�	�

P(A) = P(A1 + A2) = P(A1) + P(A2) − P(A1 · A2).

*	��� ��	�+ A1 �� A2 ����,��� ���� �� ����������� ���������
��������� ����� ��������� � ���,��� ��	 ��
�� &� ������� �
���	���� ����� ���������� )���

P(A1 · A2) = P(A1) · P(A2).

*�,�

P(A) = 0�8 + 0�9 − 0�8 · 0�9 = 0�98�

������ �� ������	 


	���
� �� - ����� ���� ��������� . $���� � / &����� ������( �
	��
�� ! 0 $���� � 0 &����� ������( � ����� ! 1 $���� � 2 &�����
������� # ��,��+ ���� �������� �������� �� �	��� ������� #�����
����������� ��
�� �� ��	 ��$����� ������ ���������3

�4 ��� �	�� $��� ������(
$4 	�� $��� ������(
�4 ��� $��� ������(

4 ��&� $ �	�� $��� �������

�������� �4 P = 0�36( $4 P = 0�41( �4 P = 0�14( 
4 P = 0�91�

/5



������� �� ��������� ����	

������ �� ������ ����	
�	��� ���� �� ���������� ����� ���
���
��������� ����� �	�������

�� ��� �� �� ��� �� ��
�� �� � 	 �� ��

����	
���� �� P =
2
3
� �� P =

1
6
�

������ �� �
 � 	� �! �� ����	�� ��
�� ���" #! �	��	����	�� �����$
����� ����� 
������%�� �� ��	 
	��	 �	�
 ��� ������ ����	
�	���
���� �� � ��&�	� �	�
 �	 � �� �� ' �	��	����	��

����	
���� P =
1001
3335

≈ 0�3�

������ � ( 
 �	 ) �� ����	� �����	��* ����	 �� + &	����*� ,�$
�������� ����� 
 � 
������%�� �� ����
� 
	��	 �������� ������
����	
�	��� ���� �� � ��&�	� ������	 ��������� ���� �� �������

����	
���� P =
9
55

≈ 0�16�

������ �� -������� 	� �! ��
��	� �	����� +!. ��������
���"� /�	$
�	 �������� 	� �������� �����%�� �� 0 ��
��	�� ������ ����	
�	���
���� �� �	��� 1�" ���" �������  ��������	 ����2����� ��2� ��$
������
��	 ��
����

����	
���� P =
1

38760
�

������ �� 3�
2�� ��
	��1� ��&� �� ���� � 1	�� � 	���	
�	��% !�)�
�
 �� 4 � 	���	
�	��% !�5� � �
��	� 4 � 	���	
�	��% !�)'� 6�� ���$
�	
�	��� ���� �� "��� � ���� ��
	��1� �� ����  1	��7

����	
���� P = 0�997�

������ �� 8��	���� ���� �� 9 ��������� �
� ��
������ :���	
�	���
��
 2���� 
����� �
����� ����� ��� ��
2�� ��
	��%9 !�#� ���
�
 �� 4 !�#'� ��� �
����� 4 !��� 6�� ����	
�	��� ���� ���

��  �	 �
� ��
����� �
�1%����� �� �
����� ������
�� "��� � ���� 	� ��" ����� � ��� 7

����	
���� �� P = 0�712� �� P = 0�329�

��



������ �� ������� ���	�
 ������	���� ������� �����

������ �� ��	
��� ����� �
���	������

��	
��� ������

���� ��������� ���	
 A ��� �	������
 ��� ���	��� � ���	�� 	�
����	���� �	� ����� ���	� B1, B2, . . . , Bn� �� ��������� ����� ����
��� �� ����	��	��� ��
�� ���	� A �� ��������
 �� �������� ���	�


������	���

P(A) =
n∑

k=1

P(Bk) · P(A/Bk). !"#

$ ������ ����� ��	����� � 
��� 	� ����	���� ���	� B1, B2, . . . ,
Bn �	�������
 ���	
 A% &��� ��
�� ������ � '�� ���	� ����� ����
���� �	������� � P(Bk) ( 	���	��	��� k�� �	�����%

���� � ��������	 ��������� �����������
 �	������
 ���	
 A�
�� ������ ����	��	��� P(Bk/A) ��� � ���	������� P(Bk)% )��
�������� ������ ����	��	���� �������������� ������� �����*

P(Bk/A) =
P(Bk) · P(A/Bk)

P(A)
=

P(Bk) · P(A/Bk)
n∑

k=1

P(Bk) · P(A/Bk)
. !+#

������� �� , ������ 
���� -. ������ � 
��� /. �����������%
, ������� ( 01 ������ � 
��� 0. �����������% 2 ������� 
����
����� �������
 ���� ����� 	 ���������� �� �� ������ 
����%

�# 2����� ����	��	��� ����� �� �������
 ��
�� �	��
 '���� ��
���� � ������ 
���� ����������%

�# 3��� �	����� �� � ������ 
���� ����
�� ���������� ��
����% 2����� ����	��	��� ����� �� �� ������ 
���� ��������
���*

• ���������� �����4
• ����������� �����%

��������		�� ,���� ���	 ���	�* A = {� ������ 
���� ��
�� �����
������ �����}4 B1 = {� ������� 
���� ������� �� ������ �����
������ �����}4 B2 = {� ������� 
���� ������� �� ������ ��
���������� �����}%

--



������� �� ��������� ����	

�� �� ������ ��	�
� � ������ ����� 	���� ���������� ���
����� ����� �� 	� ����� �����	��� 	����� ����� � 	������ ������
����� ��	�� A ��	��	���� ��� ��	�� ���� �	��������� ��	�� B1 ���
��	�� B2� �� ��	� ��������� � ��	�� A ��! ��	������ ��� �������
� �	���� �� ��"� #��� 	�� ���"�	!��� ����������� ��	� A ��!��
������������ $������� ����� ����������� %&�'

P(A) = P(B1) · P(A/B1) + P(B2) · P(A/B2).

����	�� �������� �����������'

P(B1) =
10
15

=
2
3
; P(B2) =

5
15

=
1
3
;

P(A/B1) =
21
31

; P(A/B2) =
20
31

.

(�!�

P(A) =
2
3
· 21
31

+
1
3
· 20
31

=
62
93

=
2
3
.

�� )��� ��	�� A �! ��	������� �� ������ ����������� ����� ��
	� ������ ����� �����	�� ��� ����	����� 	����� ����'

P(B1/A) =
P(B1) · P(A/B1)

P(A)
=

2
3
· 21
31

2
3

=
21
31

,

� �����	����� 	���� * ����'

P(B2/A) =
P(B2) · P(A/B2)

P(A)
=

1
3
· 20
31

2
3

=
10
31

�

������� �� + ���� ,- ������ * . ����" � / 
����"� 0������� �����1
��� 	�� ������� ������ ����������� ����� �� 	���� ������ ���������

������ ����'

�� ���� ������ �������� 	� ����2
�� ���� ������ � �������� 	� �����

.3



������ �� ������� ���	�
 ������	���� ������� �����

��������		�� ����� ����	 Ai ��
	���  ����� �� �� i�� ����� ��	��
��
� ��
���� � ����	 Bi � �� i�� ����� ��	�� ����� ��
����

�� ���� ��
���� 	�� �	�� ����� � ������ �� �� ���!� �� ����
����"�� ��	! �����# �����# ��
��! �� ��
�$!�� �� ����� 	�� ��
���
�	�� ����� � %���

P(B2) =
7
10

= 0�7.

�� ���� ����� ��
��� �� �������!� �� �������"�� ��	! �����#
�����# ��
��! $� ��
�$!�� �� ����� 	�� ��
��� ��
� �	�� ����
�� � ���� ����� �	
! ��
� ��
����  ���� ��
!�!
�"	 & ��
!� �
' ����!� ��
���� %���

P(B2/A1) =
7
9
.

���� ����� �	
! ����� ��
���� ��

P(B2/B1) =
6
9

=
2
3
.

(������"�� ����� �� ����� �	
! ��
� ��
����

P(A1) =
3
10

= 0�3,

����� ��
��� �

P(B1) =
7
10

= 0�7.

)"��
��! ����# A1 � B1 ��"���"�� �� ����  �� ���� ������ ��
�� *����
� ����# �������"�� +,� ���!�����

P(B2) = P(A1) · P(B2/A1) + P(B1) · P(B2/B1) =

= 0�3 · 7
9

+ 0�7 · 2
3

= 0�7.

������� �� -���
�� !����
��� .���� ������ ������
	 �� �
	
�������! #����# "���������"�� �� ������ � ��� ������
���� (�����
��"�� ����� �� ����
� ������!�� �� ������� ������
���� ����� �

/0



������� �� ��������� ����	

���� �� ������� � ��	
 ���������� ����� �� �������� ������ ���� ��
����� ����������� ������ ������������ ������� �� 	� ������ �
�� !
 "������� ������ ��� ������#� ������ �����������
 $��%��
%��������� ����� �� ������ ������&'

• �����% ���������(
• �����% ���������



��������� "����)��� ���� ����*'
A = {�������� ������ ������ �����������}(
B1 = {������ ������& �����% ���������}(
B2 = {������ ������& �����% ���������}


+��� ������ � ����� ����)�

P(B1) = 0�6; P(B2) = 0�4;
P(A/B1) = 0�94; P(A/B2) = 0�98.

$����� � ,������� -�%��� ./0 �����

P(B1/A) =
P(B1) · P(A/B1)

P(A)
=

0�6 · 0�94
0�6 · 0�94 + 0�4 · 0�98

=

=
141
239

≈ 0�59;

P(B2/A) =
P(B2) · P(A/B2)

P(A)
=

0�4 · 0�98
0�6 · 0�94 + 0�4 · 0�98

=

=
98
239

≈ 0�41.

������ �� ������	 


������ �� 1� ��2 �������)��2 ����&2 ������&��� ������� ���
����' �� �����% � 3�4� �� �����% � /�4
 ���������� ���������&
����������* ������ �� �����% ����* ������� �� � �� �����% � ��5
 6��
��������� �� #�2 ����&2 ������ ���2��&�� �� �����


�0 $��%�� %��������� ����� �� ������& ������ �� ������ ���
���� ����������


3�



������ �� ������� ���	�
 ������	���� ������� �����

�� �������� ���	��� 
����� �� ���������� �� �
��� �� �����
�������� ����
�	����� ������ �����	����� ����� �� ���� ��������
��� �� ��	��� �����

���������� �� P = 0�62� �� P =
27
62

≈ 0�4�

�	�	
	 �� � ��	���  	�� ��������� ! ���" � # $�	��" % �%�� �
� 
	 ��� & # ���" � �
�� $�	�� % �%�� '� ��	���  	�� ��������
������ �
� % �% � ��	�%�� �� � 
	 � � ������ �����	����� �����
�� ���� ��	�%�
���� �������� ������� � 
	 ���  	�� % �%� � 
�
�����

���������� P =
5
7
�

�	�	
	 �� (  	�� ) % ��% & * ���" � # $�	��"� �������� ������
��� 
�� % �%�� ������ �����	����� ����� �� 
	 �� % �%� ��������
$�	���� �%��+

�� ��	� % �% ����	��� 
�  	���
�� ��	� % �% �� ����	��� 
�  	���

���������� �� P =
3
8
� �� P =

3
8
�

�	�	
	 � '� #, �� 
����� �	 ��� �� �	���� �� �%������ ) ��
���
������ ��
������ -, & 
��	�� ) & ��
������� � 	���� & ����
�����
��� .	��	��� �%����� �%�$�/ *, ������� 0��� ������� # ��������
1� 
���� ��
��������� ��
������ ���/ ��� �������� 
��	� & !, ���
����� ��
������ & 2* ������ � ����
������ & -, �������

�� ������ �����	����� ����� �� �������� ��%�%���� �� 
���
��
������� �� ��� # ������� ������

�� 1� 
��� ��
����� �� ��� �������� ������ �����	����� ����� ��
�� 
��� ��
���������+

• 
��	��
• ��
�������
• ����
�������

���������� �� P =
691
1470

≈ 0�47� �� P{
��	�} =
247
691

≈ 0�36� P{���

������} =

46
691

≈ 0�07� P{����
������} =
6

691
≈ 0�01�

#3



������� �� ��������� ����	

������ �� �� ������ ��	�
��
��
� �������� �	��
�� ������	�
��� � ����� �������� � ������� � �� ! � ������ � "� ! � �������� �
#� ���$% ������	��%& '���������� ���(���� ���
��
 ��
 �)��)��
��	�
��
��
� 	�
� � ������� ������ �����*$ �!+! � ������ �
�!��! � �������� � �!+�& ,�	 -���������� ����! (� ���
�	�	 �������
� 	�
- ������ �	�� ������	��� ������ ��	�
���	.

����	
���� P = 0!905&

������ �� / ����� ��	�� � ������
���! � ������ � " ������
�
�
! 	 � �������� ��	�� ������
��� ���	$& 0 �	��	��� ������� ��	��
�
)�	�
 ����& 0�	-�
 -���������� ����! (� ��� ������
�! ��(� �
������� ��	�� ��
���� �� "� ���-&

����	
���� P =
4
45

≈ 0!09&

������ � ��	 ���������
 �	����**�� �������
! ��� ���		*��
� ������� �	���& '���������� ���)
�
 ���
��� �� ������� ������
����	 �����*$ �!+! �� ������ � �!#& 1���
- ��������� �	����
�
2� ���������! ���
- � 3�& 1� �	� ��������
 �	��	��� ����
- ��
�	��
 ������� �
��
�� � ���
���*& 0�	-�
 -���������� ����! (�
-��� ���	� ����
- ���������&

����	
���� P = 0!25&

������ �� 4�)���
� �)�������$ ��
 �����	�
& '���������� �
������
����� )�	���	��% ��	�� �	 ������� �����	�� �����*$ �!�2! �	 ���
���� � �!�+! 	 �	 �������� � �!�5& 1�����
������ ��	�� ������
�� �����	�	 ���
�� �����
(�$ ������
������ ������! 	 �������� �
����� ����	 �� ������
������ ������&

	6 0�	-�
 -���������� ����! (� �	��	��� �
)�	�	 ��	��! ��	
�
��������	 ��)���
���! )�	���	�	&

)6 7���	 �	��	��� ��	�� �
��
�	�� )�	���	��*& 8	 ����� ����
��	�� �	-���������� ���	 �
��������	.

����	
���� 	6 P =
11
300

≈ 0!0379 )6 �	 ������� �����	��&

":



������ �� ������� ���	�
 ������	���� ������� �����

������ �� ����������� ��	�
 �� �� ��� ������ ���������� ���������

���� � ������������� ��������
 � ����������� ������� ��� � ��������

������� �������������� �� 2 : 1 : 3� ����������� ������� ���� � ���

��������� ��������� ��������  
!"  
#$"  
#� %����� �����������

�����&���� ���� � ������ �����������

����	
���� P = 0
775�

������ �� ' ��(��� ��������� ) ��*�� ��*�	� �� +$ �������	�

��*����� ,������� �������� ��� ��*��� � ��(��� � ��*����� ��-

����� ��� ��� ��*��� �������	� ��*����� .���� �������� ��������

��� ��*���� /�� ����������� ��	�
 �� ������� ��*��� �������	�

��*����0

����	
���� P ≈ 0
4776�

1!



������� �� ��������� ����	

������ �� �	�
�	��� �������

�������
���� ������
 �	������

���� ������	 
������

����� �����	
��� n ��������
� �
���������� ��
���� ����������
����
 ��	�� A � ������� �
���������� �	�� � �� ���� ����� �� ���
���
�� ��	 �� ����
 � ���
� �
������������ ���� ���� �������
�
��������
� �
��������� ���
����� 
���� �������� �  �
���	��
�������
� ��������
� �
��������� ! ��	�
	���� �����
 ����� �����
���� ������ ������� �� ������ ��"��
����� �
��	���� ��	�� A ���� ��	���
� � ������� �
���������

�� � �	������� ���������� P(A) = p ��� �� ��	���
� � ����������
q = 1 − p� #��������� ��$�� "� ��
 n �
����������� ��	�� A ��	���
	���� m ������ �
�����!��� �� ������� �������� %

Pn(m) = Cm
n · pm · qn−m. &'(

#��������� ����
 ��	�� A � n �
����������� m ������ 	� �
��
m ��������! ��� �
���
 k1 � k2� 0 � k1 � k2 � n� �����	
��� ��
)�������

Pn(k1 � m � k2) = Pn(k1) + Pn(k1 + 1) + . . . + Pn(k2).

#��������� ����
 ��	�� A � n �
����������� ���� � �	
� ���

Pn(1 � m � n) = 1 − qn.

������������� �������� m0 ����
 ��	�� A � n �
����������� �
�
�����!��� � ����������

n · p − q � m0 � n · p + p.

*�"� ���������� ����
 ��	�� A � ������� �
���������� 	�����
��! p� �� �������� n �
���������� ��� ������	�� �	���
�
� "�� �
���������� P ����� ���� ����	�����
� "� ��	�� A ��	��	����
���� � �	
� ���� ���
����� �� )�������

n >
ln(1 − P)
ln(1 − p)

.

+,



������ �� ��������� �	
�	��� 
��	��
����� �	����� ��������

������� �� ������ ������	
 � � ��
���� 	����	���� �
�	
�
 �
���� ��� ��
�� �
���� ���
���� � ���� 	������	
 
��	 ��� 
�	
�
�
�	���� ��
���	���� �
�
� �
 

�! ����
����� ��� ��
��"

�! ����
���� �
#� � 
��	 ��
�"

�! ����
����� 	� ��	$� ��
� ��
����

�	���� 	����
���	�$� ��������� ��
���� �
 ������� � �����

�	�
�������� �
�	�#��
 �� %
��& A ����
�� ��
��� '
��

P(A) = p = 1 − 0�8 = 0�2.

'
�� q = 0�8� �� ��
�
& ����#� n = 10� ����
�����$� (
�����
���	���� )�! �� 	������� � 	�*� �������
 

�! P10(2) = C2
10p

2q8 = 45 · (0�2)2 · (0�8)8 ≈ 0�302;

�! P10(1 � m � 10) = 1 − q10 = 1 − (0�8)10 ≈ 0�893;
�! P10(2 � m � 10) = 1 − [P10(0) + P10(1)] =

= 1 − C0
10 · (0�2)0 · (0�8)10 − C1

10 · (0�2)1 · (0�8)9 ≈
≈ 0�624.

+����
���	�$� ��������� ��
���� �
 ������� � ����� �	�����
 �
	����	
����

n · p − q � m0 � n · p + p,

�
��


10 · 0�2 − 0�8 � m0 � 10 · 0�2 + 0�2.

,����
m0 = 2�

������� 	� ,%����
� �� �����	� ���%�����- . %
���
���		�� /����
������� �����	 ��
���	���� ���%�����		� 
%����
�
� �
#� � 
�	
�

%
����
�
�
 %
���
���		� ���� 	� ��	$
& �012� ���
 ��
���	����
%
����� 
%����
�� �
���	&- �23

4�



������� �� ��������� ����	


��������� ��������� �	 
��� A 
����	� �
�������� ��������

��� �	���	� 
���������� ��� ���
������ �
������� ��� � ����������

���� ��!�� ���� ������!������ �� ��� ������� "��� � ���� 
����	��

�	�� #���������� 
����	� �
������� �� ����� p = 0�02$

n >
ln(1 − 0�952)
ln(1 − 0�02)

> 150.

%�!�� �
������ ��� ���
������ 
���� &�� 
�����������

���� �������	 
����� � ���	 �������	

'�� �����!���(� ���������� #���������� 
���� 
���) A � n �������

!��" ��
���������" m ����� �"��� *������� 
�� ����	�" n � ����"

p ��	�"� �� np < 10� ��+����� ��	������������ ������� ��������$

Pn(m) =
λm

m!
e−λ, λ = np.

,������� -��	+�) Pm
n � -������ �������� �������� � ���� .�

��������� �������� ������� �������� -��	+�

ϕ(x) =
1√
2π

e−
x2
2 .

������������ �������� ������� �������� -��	+�

Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
t2
2 dt.

,������� -��	+�# ϕ(x) � Φ(x) �������� ���
������ � ����  � &�

�������� ���	�
� ���	� � �������� /	�� � �"��� *���

����� 	���	���� ��
�������� n ��������� ����	�� � #���������� p 
��

��� 
���) A � ���" ��
���������" ����	��� �� �������� ��� ���� #

�����+�� �� #���������� 
���� m ����� 
���) A ��!�� ���#�� ������

!��� �� -������

Pn(m) =
1√
npq

ϕ(x),

0 



������ �� ��������� �	
�	��� 
��	��
����� �	����� ��������

�� x =
m − np√

npq
� ϕ(x) � ������	� 
�	��� ��������

����������� ��	��
� ����� � �������� ���� � ���� ����

	��� ������� ���������	� n ������	�� ������� � �����	��� p ���

��� ��� A � ��� ���������		�� ��	����� �� ���		� �� 	��� �

���	��� �� �����	��� ����� ��� A 	� ��	!� m1  	� ���!� m2

��"� ��#	� "	���� "� 	����#�	�$ 
������$

Pn(m1 � m � m2) = Φ(x2) − Φ(x1),

�� x2 =
m2 − np√

npq
� x1 =

m1 − np√
npq

� Φ(x) � 	��%����	� 
�	��� ������

���

��	��
� ��������� ���� � n 	�"���#	�� ���������		�� ���

��	��� p ����� ��� A ��	����� � ���� A ���������� m ��"�� ��

��� ��������%� �����	�%� &���� ε > 0 ����	�'���� ��	���

lim
n→∞P

(∣∣∣m
n

− p
∣∣∣ � ε

)
= 0,

����� ����� ��� ��� ������		� ��"	�&�'���� 
������$∣∣∣m
n

− p
∣∣∣ � ε

��� ������� "	�&�		�� n� ���#� 	���#����� (��� �������#	� ����∣∣∣m
n

− p
∣∣∣ < ε

���#� �������	�)

lim
n→∞P

(∣∣∣m
n

− p
∣∣∣ < ε

)
= 1.

���� m1 = np − εn� m2 = np + εn� ��

x2 =
np + εn − np√

npq
= ε

√
n

pq
; x1 =

np − εn − np√
npq

= −ε

√
n

pq

*+



������� �� ��������� ����	

� ����

P
(∣∣∣m

n
− p

∣∣∣ � ε
)

= P(np − εn � m � np + εn) = 2Φ
(

ε

√
n

pq

)
.

�� ������	 
������ ������������	 �� ����	 n > 100� npq > 20�

������� �� ��
���	� �
������� �	����� ����� ��	���	�

���� ���������� �����	����� ��� �����! ��
���	�� 
����"#

�����$� %�&�	 &��������� ����� '� �	��� ��# ( �������	) ��
���

�	����


��������� *�� �����! ��
���	�� ���� �����!
��	 !� �	�

�������!� '� ����
�#���! � �)��� *������� +�������� �	������

��� n ���	��� � &��������� ������ �	�������! p ������ ,��
�� � ����� ���� 
������ ����������	 ������� ��������

%��
� � �����" ��
��� ��#��

n = 90000, p = 0�0001.

-���� ��	 λ = np = 9 � 
�
� . ��#��

P90000(5) =
95

5!
· e−9 ≈ 0�0607�

������� 	� /����	& ���	� ��
�	
�"�� 0�� ������ 1�� &���������

����� '� ��������� ����� ����� ������ �2!�	���! 345 �����6


��������� 7 ��& ��
��� ��������� �	�������� n = 800 
��	��
���	��� ���������� ����� '� ��	 ��
�	
�� ���	�� �	��
� �	����

����� ������ 
����"# p =
1
3
� �����&� 
�! ���) �	���������

q = 1 − p =
2
3
� ,��� 
�! ���	���! &��������� ����	���#���!

�������" �������" 8����� 9 :������� ;�! ����� ��&
���

x =
267 − 800 · 1

3
40
3

= 0�025.

<<



������ �� ��������� �	
�	��� 
��	��
����� �	����� ��������

�����

P800(267) =
3
40

· ϕ(0�025) =
3
40

· 0�3988 ≈ 0�03�

������� �� ���	
�� ����� ���������
 ��� ������ ��� ���������


����� �� ��	
����
 ����� ������ ��
��� � !���
�! �� ���"� #$� �����

� �� ��	
"� #%& �����'

�	�
�������� (	! ���)������! ���������� P800(260 � m � 274)
�������*�� �������	
�� ������� +����� , -��	���� .�������� x1�

x2/

x1 =
m1 − np√

npq
=

260 − 800 · 1
3

40
3

=
20
40

= −0�5;

x2 =
m2 − np√

npq
=

274 − 800 · 1
3

40
3

=
22
40

= 0�55.

����� �� ���� 0 ���)�����

P800(260 � m � 274) = Φ(0�55) − Φ(−0�5) = 0�2088 + 0�1915 =
= 0�4003.

������� 	� 1���������
 ��!�� ����2 � ������� �� $#3 ����	����)

����������
 �������* ���� 4���� ���������
 ����� �� �������� ��5

����� ��!�� ����2 ���)�	!*�
�! ��� ����������� �� ����	����� ��	�5

����� �� ��	
"� ��� �� ���&�

�	�
�������� 4� ������ ������

n = 625; p = 0�8; q = 0�2; ε = 0�04.

6������� ����� P
(∣∣∣m

n
− 0�8

∣∣∣ � 0�04
)

�

&3



������� �� ��������� ����	

�� �������� ���	
��� ����

P
(∣∣∣m

n
− 0�8

∣∣∣ � 0�04
)

= 2Φ
(

0�04
√

625
0�8 · 0�2

)
= 2Φ(2�5) =

= 2 · 0�4938 = 0�9876.

������� �� ������	���� ����� ������ ����� � ���	��
 � 	������	��

������
��	� �����	� ���� �	� �� ��������� ������
��	� n� ��� ��� 

� ������	���� ��!"#$ ���	� �%��
����� &� ���	��	� %������ �����

����� ����������� ��� ��  �����	���� �� �������	�� ����%�	�� 	�

����'� 	�� 	� ���(�


��������� �� 
����� ����%�

p = 0�5; q = 0�5; ε = 0�02.

)�����	� �	� �� ��������� ������
��	� n� ��� ����

P
(∣∣∣m

n
− 0�8

∣∣∣ � 0�02
)

= 0�7698.

�� �������� ���	
��� ����

P
(∣∣∣m

n
− 0�8

∣∣∣ � 0�02
)

= 2Φ
(

0�02
√

n

0�5 · 0�5
)

= 0�7698.

������

Φ(0�04
√

n) = 0�3843.

*��	�%��'� �� ���� + ��,
��	� �	��,����	�� -
	�.�� /�������

��� ����
 .� -
	�.�� �����	� ��0$10� �������� ���	�		�

0�04
√

n = 1�2.

2����

n =
(

1�2
0�04

)2

= 900�

1"
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������ �� �������� ��	
�� ���� ���������� ��� ���������� ���
�������� ���� �������� �� 
�� ��	
�� ��� 	������ �������� ������� 
�!"� #����� ���������� ����! $� �� ��	
�� ������ ����%� ��������
����������

����	
���� P100(m > 50) ≈ 0!99998�

������ �� ���������� �&����� �����'�
�� '� �	���� ���� � ���� �'����
������� �!(� #����� ���������� ����! $� �&���� ���� �����'�����
�� ��%� ") ���! �	$� �� �	��� '���'��� ��� ��� �'����� #�����
����������%� 	���	���� �&���� �����'������ ��� �'�����

����	
���� P100(m � 75) ≈ 0!8943* m0 = 80�

������ � #� ��������&��� ����� �����! $� ���������� '��������
����� ��� &�� ������� ��� 	����� ����� ������� �!�� +	� ������
����� ����! $� �' ��� ����������� ���� ������ ���������� ��� ,� ��
)� ����-

����	
���� P100(20 � m � 50) ≈ 0!00043�

������ �� . ���'�� '��%�� ���� ��	��
��� ���������� ����! $�
������	�� ' ��� �� ���� ' ���'��� ��' ��	��	�! ������� �!/�

�0 #����� ���������� ����! $� ��� ' ��� $��� 	�������
�0 +	� ���������� ����! $� ����� ' ��� ��&��� �� 	�����-

����	
���� �0 P8(3) ≈ 0!2787* �0 P8(0) ≈ 0!0168�

������ �� #����� ���������� ����! $� ����� ��� ��������� ����
�� ����%� /� ��������! �	$� ���'�	� 1�2 ��������� 3 ��������

����	
���� P100(m � 40) ≈ 0!9855�

������ �� . ���
��� �������
��� ���������� ��4�	��� � 	�����
������ �����	
�� ��������� �!�� +	� ���������� ����! $� ' ������
������ ��4�	�� ������ ��%� ���� ������-

����	
���� P10(m < 2) ≈ 0!7361�

/"



������� �� ��������� ����	

������ �� ������ ����	
�	��� ���� �� ��
�� ���� ������
�������
���� ��� �	������� ���� ����	
�	��� ��
������� �������� ��
	��� 
��!�!"

����	
���� P1000(480) ≈ 0�024"

������ �� #
��������� �� ����	
����	 ��
������� � ����$���� %
��	� 
��� �������	" ������ ����	
�	��� ���� �� ��
�� !�� ���	� &��$
��'

�( �
� ��
������� �$� ��
�%��)
�( ����� �� ��
������ �$� �	���"

����	
���� �( P500(3) ≈ 0�1089) �( P500(0) ≈ 0�2541"

������ � *���	
�	��� �������� � �	��� % ����	��� �
� �������
����
	�	 ��
	��� �����" ��	���� ���� +��� ����
	�	�" ������ ���$
�	
�	��� ���� �� ���� ���� � ���� ��������"

����	
���� P3000(m � 1) ≈ 0�9502"

������ ��� ,�
�� �-��� �������	� �
��������� �������	���� ����
�� ��%������� ���� ��
����
� ������" *���	
�	��� ���� �� ��� ��$
���. ������ ���� �
������� ��%������ ��� ��
����
� %� 
�%�����$
���� ����������� ��
	��� ��/" ������ ����	
�	��� ���� �� ��&�
��� �
��� �
����������� �������	� ���� �
������� ��%������ ���
��
����
�"

����	
���� P5(3) = 0�0729"

������ ��� 0 ���
���	� ��
�	. ����������� ��
��	� ��12 �
���"
3�� ����	
�	��� �
� ����������� �	���
	 ���� ��
��	� �������'

�( &	��� �
�������� ��
��	�)
�( ���� � ���� �
�������� ��
	�4

����	
���� �( P1000(6) ≈ 0�1606) �( P1000(m � 1) ≈ 0�9975"

��



������� ��

��������� �	
�����

������ �� �	
����� �	������� ��	�	�	

���������� �	
������ ���������� � ����� ������������ 	���	���

�	���� ����������	 �
������ 	�� ��� ������� ����
�
��� �����

���
���
��� ������� �
����� ��������� ����
��	 ������� ������
�
���� �
������ 	���� ���
� ��������� �
������ ����������
�� ��
�
������ ���
���� ξ ψ η . . . ����� ���� �� ��� �
������ ���
����
����������� ��!����� ����� ���� " �

#������ ����������	 �
��	���� 	�$� ��� %% 
�
�
����� �� 
�
�
�
����� ������� ����������& ���
� ����� ���������� �������
���������� �������������� '�(��� ������� ����
��� ������� ) �

���� �
�����
��� ������� 
�
�
��� 	��% ����� ������
������ ��
��������* ������� ����������& ���
��

��������� �
������ ����������	 �����	���� 	�$� ������� %%
�������& ����
�� � �����
���* ��� ����
���* �������*�

������� �������
� ���������% �
������ ����������	 ��������
������������� $� ��������*� ��+	��� ��� ��������� ����
��	��
���������% �
������ �� ������������ %� ����������	���

,"



������� ��� ��������� �	
�����

� ������� ����	
��� �������� �
������ ���� 	������ ����
�	�����
 �������� �� ����� 	��� 	������ � �������� �
 ���
�
�
� ��� ������ ����
��� ���� �������� �
������ �� ���������
�� ����	���� 

ξ x1 x2 · · · xn

P p1 p2 · · · pn

�	���� pi = P{ξ = xi}�
n∑

i=1

pi = 1!

"����� � �
	������ � ����# (xi, pi) ��������$�� ����������

�� �������
� %	��! &'!

�

�
�

pn

p1

p3

pn−1

p2

P

x1 x2 x3 . . . xn−1 xn ξ

�

�
� �

�
�
�
�
�
�
���

�
�

� �
�
�
�
�
��

���� �

(���� ����� ������� 	������ �������� �
������ � ������
�
��� �� )������ 	������!

�������� �������
� ���������� �	
����� ξ ��������$�� )������
F (x)� ����
��� ��� �	����� ����	���� ��� * �������� �
���
���� ξ �����
 ����
���� ��
 �
��
 x� ���

F (x) = P{ξ < x}.

+������ 	������ ��� ���� ����������!

����������� 	
 lim
x→+∞F (x) = 1� lim

x→−∞F (x) = 0!

&,



������ �� ��������� 	�
���	� 	�������

����������� 	
 F (x) � �������� ���	
�� �����

x1 < x2 ⇒ F (x1) � F (x2).

����������� �
 F (x) � ���������� ����� ���	
�� ����� ��� ���
�������� x ∈ R

lim
ε→0+

F (x − ε) = F (x).

�	�� �����	��� �������� ξ ���	����� ��

F (x) =
∑

i : xi<x

pi, ���

�� �������������� ��	��� ���� �� ���! ����	��! i ��� �	�! ��	��
�� ���� ����� xi < x" #�$��� ������� �� ����� ��������� ���	�
�������% ���� ���	
�� ���������" # �����	� �� ���	
� % ���������
���	� �������% ���� ��� ��������� ���	�����& �����	���& ��������'
������ ������� 	�
���	� 	������� ���������� � ������ ��

�� {xi} ����	� F (x)� � 	��
	���� ��	������ pi ���	����� 	��

������� �������	 ������� ��
���� 	 ���� xi� �����

pi = P{ξ = xi} = lim
ε→0

F (x + ε) − F (x), ε > 0.

(����)��� �� � ����� � ��� ����� �	����������� ��)� ����
���*����� ������ �����! �����	���! �������"

������ �
 +	��������� ������ � ���	������ ������������ �����
������� ��������� 	���	�"

,�!�- �����	��� �������� ξ ������% 	���	���� ���	 �� ������
��� ������ ���	������ � �����	��� �������� ψ � 	���	���� $����	
��� ������ ���	������ 	���	�"

.��������� ��� ��������� �����	����	 ��������� ���	
�% ����
������ �����	���& ��������'

�� ξ/

�� ψ"

0�



������� ��� ��������� �	
�����

����������� �� ��������� �	
����� ξ ��	 �������� ����	�� �� ��

�� �� � � � � ��������� ����������� p =
1
6

 !��	� ��� �������
�

���������" �	
����� ξ �# ����� ��$
��%

ξ 1 2 3 4 5 6

P
1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

,

� ��$������� �������
� ������	�� �� ��� � 

�

�
�

1
6

P

� � � � � � ξ

� � � � � �

���� �

&��������'��� (���
�) *��� �����#�

F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x � 1;
1
6
, 1 < x � 2;

2
6
, 2 < x � 3;

3
6
, 3 < x � 4;

4
6
, 4 < x � 5;

5
6
, 5 < x � 6;

1, x > 6.

��



������ �� ��������� 	�
���	� 	�������

������ ������	 �
��
��� F (x) �
������
 �� ���� ��

�

�
�

1
6

1
3

1
2

2
3

5
6

�

F (x)

� � � � � � x

�

�

�

�

�

�

���� �

�� �������� ��� 
�
�� �������� ������
�
 ������ ������ �
�
�� ��
 �
���� �� �������� ��
 ������� ���� 
�� ���� �����
��
���� ��� ψ �
�� �������� �
! ��� ���" # � $� %�����
 �����
���
���&� '


P{ψ = 0} =
5
6
; P{ψ = 1} =

1
6
.

(& �
��
��� �����
�
	 ���� ��� ψ ��) ����* ����&"

ψ 0 1

P
5

6

1

6

.

+�
�
������ �
��
��� �����
�
	 ���� ��� ψ �
������
 ��
���� ,�

-�����& �
��
��� �����
�
	 ���� ��� ψ ��) ����&

F (x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, x � 0;
5
6
, 0 < x � 1;

1, x > 1.

������ ������	 �
��
��� �
������
 �� ���� .�

/0
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�

�
�

1
6

5
6

P

� ψ

�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��

���� �

�

�
�

5
6

�

F (x)

� x

�

�

���� �

������������	� 
 ���� ��� ���������� ���������� �����	���

���� ����	�������� ������������ ���	��������� �������	���������

������
���� �������
 ��������
 	���

�� � �� ������� �����

���� ��������� !�� ���"��
 ������� i ∈ {0, 1, . . . , n} � �	��������!	�

pi = Ci
npi(1 − p)n−i,

�� p ∈ (0; 1)� #���	������� ������� 	�
 �������� ��������� !��

������$
 ��������� %"�����& " ���� � n ���������� �����"����� "

�����	" � !��� %"���& ����"��
���! � �	��������$ p�

'(



������ �� ��������� 	�
���	� 	�������

��	������� ��
��� � �� �������	 
�����
�� 
�	������ ��
����
�� n ������ ������� � �����
��� ���
���������

pi =
1
n

.

�������	�� ��
��� ���
��� �������� � �� �������	 
�����
�
�� 
�	������ �� ����
�� ������� k ∈ {0, 1, 2, . . . , n} � ���
��������
��

Pn(k) =
λk

k!
�−λ,

�� λ = np� n → ∞� p → 0�
����������� ��
��� � �� �������	 
�����
�� 
�	������ ��

����
�� ������� k ∈ {1, 2, . . .} � ���
���������
pk = pqk−1,

�� q = 1 − p� ������������ �������	 ��� 
�����
� 
�	������ ��
����
� � �	����� ����� �� ���!�"� #������$ 
 ����� ����	�%���

������
���� � �%���� � ��� ���
������� ������ ����
� � p�

��
������������� ��
��� � �� �������	 
�����
�� 
�	������
�� ����
�� ������� k ∈ {0, 1, . . . ,m} � ���
���������

pk =
Ck

nCm−k
N−n

Cm
N

,

�� n � m� N � n�
�����"����������� �������	 ��� ��� 
�����
� 
�	������ &��

��� � �'�� ��������� N �����
�� �� (�������� 
	����
������
�	��� ����� ��� S ��	�� � )N − S) ������� * �'�� ��
����� 
��
�������� m �	��� +��� 
�����
� 
�	����� ξ� �� ����
� � �	���
��� ��	�� �	�� ����� m 
�������� ��� "����"����������� �������	
)���� ,-.�

������� �� &���� 
�����
� 
�	����� ξ ����
� � �	����� �����
��
� �"������ "��
��� � 	������ #/ �� 01$� 2�����
��� ��� �������	�

�����
�� 
�	����� ξ� *����� �������� (����� �������	� 
 �����
x = 3�

33



������� ��� ��������� �	
�����

�

��������
��

�
�

�
�

�
�

�
�

S ����� (N − S) ������

m
	�
����

ξ ����� (m − ξ) ������

���� ��

����������� ��������� ��	�
��� ξ �� �������������
��� ������
��	� �������� ������ ��������� ����� �����	����� ���� � 	��������
� !���" ������#� N = 39 ��������$ �� %���
���� �	�������� ��
��	#��� �����  ��$ S = 6 &'�	�$( ���� ����� �������� ��	#���  ��
� ����	#���� ��������� �������#" � N − S = 33 &
����$(� ��������
����� !� ��	#�� ��'�� ����������� )��� ����� �������� !� � *+
��	#�� ������� ������#� m = 6��� )��� ξ , �� ��	#����# &'�	�$(
��	#�� ����� ����� ��'����$ ��� �������  �� �������� �������"�

-
������� ��������� ��	�
��� ξ ��'��� ���
��# ��� . �� /� ����

���

P{ξ = i} =
Ci

6 · C6−i
33

C6
39

.

��������� �����$���� �	 i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6� ���������

ξ 0 1 2 3 4 5 6

P
1107568

3262623

1424016

3262623

613800

3262623

109120

3262623

7920

3262623

198

3262623

1

3262623

0��
��� %�����1 �������	� F (x) ���������1 ��	�
��� ξ � ��
��
x = 3

F (3) = P{ξ < 3} = P{ξ = 0 �'� ξ = 1 �'� ξ = 2} =
= P{ξ = 0} + P{ξ = 1} + P{ξ = 2}.

2/



������ �� ��������� 	�
���	� 	�������

������ ����	��
 ���������� ������ �� ����	�
 �	�������� ����

��������� �����
 ��������

1107568
3262623

+
1424016
3262623

+
613800
3262623

=
3145384
3262623

≈ 0
9641�

������ �� ������	 


������ �� ���	� ξ � ���	����	 �������	
 ��	 �������� ��������

��������� � ���� � ����	 ������ !�	"	��� �	���"���� �������	

� �������� ��������������� �������
 ��	�� ��� ��������� � ���#

������� ���
 $� � ���� %��� %����� ���������
 	��" ����	���

����	
����
ξ 0 1 2 3

P
1

8

3

8

3

8

1

8

& P('��������� %�����() =
1
2

�

������ �� ���	� ξ � ���	����	 �������	
 ��	 �������� ��������

���	�	�� ��	�� ')( ��� ���� ������	���� ��%��	� *�	�� ��� ���#

������
 +���,�� ��������� ���	����� �������� ξ 	   ��	+���

����	
����
ξ 0 1 2

P
25

36

5

18

1

36

& Fξ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x � 0;
25
36

, 0 < x � 1;

35
36

, 1 < x � 2;

1, x > 2,
��	+�� +���,� ��������� ��%�	"��� �	 ���� --�

������ � .����,� ��%�� �� ������ ������� �� ������� ����#

���� !��	����	 �������	 ξ � �������� �������� !�	"	���
 $� ���#

������� �������� ��� ������ ������� �������� /
0
 ��	�� ��� ���#

������ ���	����� �������� ξ 	 ���������� ���
 $� ������� %���

%�����
 ��" ����	����

����	
����
ξ 0 1 2 3 4

P 0�0081 0�0756 0�2646 0�4116 0�2401
& P('�������

%�����() = 0
6517�
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�
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�
35
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25
36

F (x)

� � x

�

� �

���� ��

������ �� ��� ������	� �
����� 
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������ �


��� ������� ��
�������� �������� ��� ���
�
 ������	� �
������

���� � ��� ����
�
 � �� � !��"�# ��� �
�
���� �#��$
�
% ���#�#&

�# ξ � $���$
��� ������� � ������� � ��$
� ��
�������� �
�
� '


$���$���� ������� �
��������#�� $���$
��� �
��(���

����	
����
ξ 0 1 2

P 0�1 0�5 0�4
) P(*$���$���� ������� �
������ $���&

$
��� �
��(��+) = 0�5�

������ �� ,������ ��$#��� �
���� �
 ���
�
 �#������ �������

-#��$
�� ���#�#�� ξ � $���$���� ��$#����� !��"�# �
�
��� �#&

��$
�
% ���#�#�# ξ� .$� "�
�������� �
�
� '
 ������� ������#"

���� �#$
���# ������ /� ��$#����0

����	
���� P(ξ = k) =
1
2k

� k = 1, 2, . . .) P(ξ > 10) =
1

1024
�

������ � 1�����#" $��#$ ��$#������� �
 ���
% 
��# 2����$#�

-#��$
�� ���#�#�� ξ � $���$���� ��$#���� $��#$�� !��"�# ���

�
�
���� �#��$
�
% ���#�#�# ξ � ��"��
������� $���$���� ��$#&

�����

����	
���� P(ξ = k) =
1
6
·
(

5
6

)k−1

� k = 1, 2, . . .) m0 = 1�

 �



������ �� ��������� 	�
���	� 	�������

������ �� ������� ������ 	
 ������ � �� � ����������� ������
������ ��������� ������� ξ � �������� ����� �� ��������� ��� 
������ !��"�� ��� �������� ���������# ������� ξ �� "����������
����$ %� �������� �����&�'�� �� �������������������� (����� ����� 
������ ����������� �����)�

����	
���� P(ξ = k) =
2
5
·
(

3
5

)k−1

$ k = 1, 2, . . .* P(ξ > 3) = 0$216�

������ �� +����,� � ������ ������� -�� �������. ����$ ���� �� �� 
����� ��������� ������� ξ � �������� ������ !��"�� ��� ��������
���������# ������� ξ$ ��"���������� �������� ����� � �� ��������
����� x$ ��� ���" ����������� ����� P (ξ � x) � 0$999�

����
�� ���/���$ %� ������ ��� 01 ���� (��� 
 �� 02)$ �����
���& 	3 �������&�

����	
���� P(ξ = k) =
18
37

·
(

19
37

)k−1

$ k = 1, 2, . . .* m0 = 1* x � 11�

������ �� ������� ���� �
 ������ � ��� 4������� ��"������� � �� 
����� ��������� ������� ξ � �������� ������$ �� ��� ������� ����
���������� !��"�� ��� �������� ���������# ������� ξ �� "����� 
����� �������� ������ (����� ���/������ ��������$ ��%� �������
��� ��������� ����� ��/ �� ������� ������)�

����	
����
ξ 0 1 2 3 4 5

P
1

3125

4

625

32

625

128

625

256

625

1024

3125

* P(-�����.) =

=
2944
3125

= 0$94208�

������ ��� 5 �����# � 	
 �����" � ���������� 4������� ��"�������
0 ������ 4�&�" ξ � ��������� �������$ ��� ������'� �������� ��� 
������& �����" ����� �������&� !��"�� ��� �������� � 6���,�'
�������� ���������# ������� ξ�

�7



������� ��� ��������� �	
�����

����������
ξ 0 1 2

P
7

15

7

15

1

15

� Fξ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x � 0;
7
15

, 0 < x � 1;

14
15

, 1 < x � 2;

1, x > 2.

�	�	
	 ��� ����� ξ � ��	�
���� �������� ��� 
������� ��������
���
���� ������� � ������ �� ��  !"# $����� ��
 ���	�
�� ��	�
%
����� ������� ξ � ����������� ���� & '�%��&�
� ������� (�����)�
	���������� � ����� ���
���� �������*#

����������
ξ 0 1 2 3 4 5

P 0�45 0�42 0�12 0�01 0�0004 0�000003
�

P(������)") ≈ 0�013#

�	�	
	 ��� +��� ���������� ��������� '� ����
 ,� ���
����� �
�
�� ��������� � -���������� ! ����������� �  �������# $ .���
���	� �������� ��&������ �������� ���
�����# ����� ξ � ��	�
%
���� �������� ��� 
������� �������� ����������� ����
 ��&�����
���
�����# $����� ��
 ���	�
�� 
���� ��	�
����� �������#

����������
ξ 0 1 2 3 4

P 0�47 0�41 0�11 0�01 0�0003
#

�	�	
	 �� /������ ������� ,0000 	�)�� ���������� ��
�# 1��%
�������� ����� '� 	�
 ��� 	���������� 	�)�� ��������� ���&�����

������� 0�0002# $����� ��
 ���	�
�� ��	�
����� ������� ξ� '�
������������ �������� ���&���� 	�)��� � ����������� ����� '� ���%
&���� 	�)�� &�
� &��)� �����#

���������� P(ξ = k) =
4k

k!
e−4� k = 1, 2, . . .� P(ξ � 4) ≈ 0�5665#

�	�	
	 ��� +�
������ ��
��� ����3�� ,0000 �����	����# 1�����%
����� ����� '� �&��)�������� �����	�� ��������� ���������� 
�%
������ 0�00,# $����� ��
 ���	�
�� ��	�
����� ������� ξ� '� ��%
���������� �������� �������� �&��)�������� �����	����� � ������%
����� ����� '� &��������� �����	���� &�
� &��)� 
���#

!0



������ �� ��������� 	�
���	� 	�������

���������� P(ξ = k) =
10k

k!
e−10� k = 1, 2, . . .� P(ξ > 2) ≈ 0�9972�

�	�	
	 ��� ��� ���	�
 ����� ������ ������� ������������ ����
�	� � 
�	�
��
��� ������ ������ ��	�
��
��� �	�	� �	 ��� ���	�
 ��	�
�
�� �����  !��� ����	�
�" ���� ��	����	 �
��#� ���	$ �	���	�

���������� P3000(ξ > 3) ≈ 0�3528�

�	�	
	 �� %�	�
��
��� ���&���' � ��$� �� ��	�� � �	���� �	�
��
��� ������ (�	������' )��� �	���
�
�� (����	�� ����&��� ξ �	�
�
���� 
��	��
 �����$ ��$� �	�������� �'� �	��	�
�� �����	�	*
����&��� ξ 
 ������ ��	�
��
��� �	�	� �	 ���� ����	 ���#� &	����	$
��$�

���������� P(ξ = k) =
2k

k!
e−2� k = 1, 2, . . .� P(ξ < 4) ≈ 0�8571�

�	�	
	 ��� +��	����&�� ����,	��� ����-
' 	�����	��� ����� �����
,	���$ �	���
�� %�	�
��
��� �	�	� �	 ��	�'�	� � $� �� +./ ���
���
���� �
� ��	������ �	�
���� �����0� ������ �'� �	��	�
�� ������
	�	* ����&��� X� '� �	�
���� 
��	��
 ����
�� '
 ���
�#�� ��
+./ ��	�'�	� � $�� �� ��	�
��
��� �	�	� �	 �� -�� &�� ���
��� $	&�
� 	��� �����

���������� P(ξ = k) =
4k

k!
e−4� k = 1, 2, . . .� P(ξ � 1) ≈ 0�9817�
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������� ��� ��������� �	
�����

������ �� �	
	�	��� ��
������ �	�����

��������� ��	�
��� ���������� �	�		����� ���� �� ������� ����
����	�  ����������� ��������

���� ξ � ���������� ��������� ��	�
���� �� � ��������� ���
!�� �� ξ ��"��� �����!� ���!� ���������!� ���
���� x� ������� #
$P(ξ = x) = 0� x ∈ R%� &� � �� ��� ��� ��� ���������� ��������
��� ��	�
��� �������	 ����������� ���������� ��	�
��� �� �'	���
������� �����
��(� ���
����� ���) ���� ��"���� �� ���������� � 
� ���������� *���� �	� ����'� ��  ��'���  �'	���) ���
��� �����
������� ���������� ��	�
��� ���	�
�����

+��������(� � �����(�����(� �����"� ������� �������	� ���
��������� ���������� ��	�
���  ������� �� ������� �������	� Fξ(x)�
&��� �	� "�������!� ��� �'�� (a; b]  �'�� �"
��	��� � ���������

P(ξ ∈ (a; b]) = Fξ(b) − Fξ(a).

+��������� ��������� ��	�
��� ����	������ �� ��� �	���, ����
��
��� �� ����
���� �	�		����

��������� ��	�
��� ξ ���������� ����
���� �	�		����� ����
���� ���� ������� fξ(x)� �	� ���� ���������� ��������

Fξ(x) =

x∫
−∞

fξ(t)dt.

-�� ��� � ������� fξ(x) ���������� ��
������ ������
� ���

�������� �	
����� ξ $�"� ���		����
���� �������� ������
�%�
.
������� ��,

/% fξ(x) � 00

1% F ′
ξ(x) = fξ(x) � ��'��� ��
�� ������������� ������� fξ(x)0

2%

+∞∫
−∞

fξ(x)dx = 10

31



������ �� ���������� ����	
��� �������

�� P(ξ ∈ (a; b]) = Fξ(b)−Fξ(a) =

b∫
a

fξ(x)dx� ������ �	
���� ��
�

�������� �
�
 �
 ������
�� ��	����� ξ ������ �������� � ��
�
����� (a; b] ����	��
 �
����� �	
�� ����
	���!�
" �����#�"

������
" ���$��
� $���#�" y = fξ(x) ����� ���#�� � �������
x = a x = b�

%����	���� ������
�� ��	����� �� ������� ��� ���
	���
 �����
������& ���
�	��
 ������ �� �
�
�
�
� ��	��
��� �
��
��	��

'�!���	�������  ���� ���� ���
	���
 ����������& �
��
��	��(
����
�����! �
���	���! ����
���#��	���!�

)
��
��	 ������
�
" ��	����� ξ ������ ���� ����������� �� ����
����� [a; b] ���
 !
�
 ��	������ �� ���	��

fξ(x) =

⎧⎨
⎩

0, x /∈ [a; b];
1

b − a
, x ∈ [a; b].

*���#�� �
��
��	� ����
����
 �
��
��	��
" ������
�
" ��	�����
�� ���	��

Fξ(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, x � a;
x − a

b − a
, a < x � b;

1, x > b.

+��$��� ��	��
��� �� $���#�" �
��
��	� ����
����
 �
��
��	��
"
������
�
" ��	����� �
������
 ����
����
 �� ���� ,- � ,.�

)
��
��	 ������
�
" ��	����� ξ ������ ���� ���������� � �����
������� a σ ���
 !
�
 ��	������ �� ���	��

fξ(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−a)2

2σ2 .

*���#�� y = fξ(x) �����
 ����� ��� x → ±∞� /	
�� $�����

������
" ���$��
� $���#�" y = fξ(x) � ����� Ox �
����� 
����#��
/	
�� ����
	���!��& �����#�! ��� �������	���

[a − σ; a + σ], [a − 2σ; a + 2σ], [a − 3σ; a + 3σ]

0.



������� ��� ��������� �	
�����

�

�
�

1
b−a

f(x)

a b x
� �

���� ��

�

�
�

�

F (x)

a b x
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��

���� ��

���������� ���	������

0
6827, 0
9545, 0
9973.

���
 ����������� ����
 �� ��������� ���	������ ��	������ ����

���� ����� ������� � ��������

[a − 3σ; a + 3σ],

�������� 0
9973� � ����� ���� ������
 �� ��������� ���	�����

�� ��	������ ������� ξ 	����	��� � ������������ ��������

 !



������ �� ���������� ����	
��� �������

[a − 3σ; a + 3σ] � ���
����� 	������������� �� ���� �� �	
����

�	 ������ ������� �����	��� �	������	�	 �	��	���� � ������������

��	��������  �

�

�
�

f(x)

−3σ 3σ x
� �

���� ��

!������ �	��	���� �	������	 �	��	�����	� ������	�	� ��������

��" ������

Fξ(x) =
1

σ
√

2π

x∫
−∞

e−
(t−a)2

2σ2 dt.

#� ������� �� " ����������	$� %	�� �� �������� ��
���	�����

&�� �����	��� �	������$�� ������$ '������

Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
t2
2 dt.

!������ Fξ(x) � Φ(x) �	�(����� ��������	)�����

Fξ(x) =
1
2

+ Φ
(

x − a

σ

)
.

%�
���� ������� ������� Φ(x) �������	 � �	�� �� *�������	+ �	 Φ(x)
��" ���� �������	����

,-



������� ��� ��������� �	
�����

����������� 	
 Φ(−x) = −Φ(x)�

����������� �
 ��� x > 5 ����� 		���
�� �� Φ(x) ≈ 0, 5�

��	�����
� 
���� �� ��������� ����������� 	������	� 	�������

������ ��������� ��� ������
� 	������� [α;β]�

P(ξ ∈ [α;β]) = Φ
(

β − a

σ

)
− Φ

(
α − a

σ

)
.

��	�����
� 
���� �� ��������� ����������� 	������	� 	�������

������ ������� � �������� [a − δ; a + δ]�

P(|ξ − a| � δ) = 2Φ
(

δ

σ

)
.

���������� �������� 	������� ����	������ 	����	� ���� � 
�����

���	�����
�� 
� �� ���
���	���� � !� ���� ������" ����" �����"#

�
��� $��
������" ��������" 
������"� %��� 	������ �� ������#

��	��� 	������	� 	������� � ����" 	������ �������
� 	������	� 

�������	� ����� � ��� ��	�����" ����" 	���	�� �� 	�" ����� 
�

����� 		���
�� �� ������
�"�� 	������	� 	������� ��� �������#

��� ��������� ���������� 	������	� �� ���� 	����"	���� ���� ��

���	���� ���������� ���������

&������� 	������	�� 	������� ξ ����	��
��� 	����	����
����
�������������� � ������
��� λ > 0� ���� ���� �������
� ��� 	�����

fξ(x) =

{
0, x < 0;

λe−λx, x � 0.

'��(�� (���$�� �������
� ��������$�������� ������ ���������

�� ���� )*�

+���$�� ��������� 	������	�� 	������� � ��������$������� ���#

������� ��� 	�����

Fξ(x) =

{
0, x < 0;

1 − e−λx, x � 0.

,,



������ �� ���������� ����	
��� �������

�

�
�

f(x)
λ

x

���� ��

���� α > 0 � β > 0� ��

P(ξ ∈ [α;β]) = e−λα − e−λβ .

���� α � 0 � β > 0� ��

P(ξ ∈ [α;β]) = P(ξ ∈ [0;β]) = 1 − e−λβ .

����	
����� ��	����� ����� 	������������ � ������ �������� ���
���������

� �	������� ��� ����� ������ ������

� ���
!�"#

������� �� $�������� ������
� ξ 	���
� ��
�!��% ��	������

Fξ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x � 0;
√

x, 0 < x � 1
4
;

8x2,
1
4

< x �
√

2
4

;

1, x >

√
2

4
.

������
������ �� ������
� ξ ��� ����
���� ��	������ ������

����� � 	
����� ��#

&'



������� ��� ��������� �	
�����

����������� � ������

x = 0;
1
4
;
√

2
4

���	�
������� �� �	�
������� ������� ������� Fξ(x) ��������
�� �
���� 	���	��� �� Fξ(x) �������	�� 	
���� ������� F ′

ξ(x) �������	 

�� 	
���� �� 	������! ����� x = 0;
1
4
;
√

2
4

� "�#�� �����
�� ������� 

� $!�	����
��$ fξ(x) �
���� "���
�!� ����
������� ������� F ′
ξ(x)

� ������ x = 0;
1
4
;
√

2
4

%

F ′
ξ(0 − 0) = 0, F ′

ξ(0 + 0) = ∞,

F ′
ξ

(
1
4
− 0

)
= 1, F ′

ξ

(
1
4

+ 0
)

= 4,

F ′
ξ

(√
2

4
− 0

)
= 4

√
2, F ′

ξ

(√
2

4
+ 0

)
= 0.

"�#�� ����� 0;
1
4
;
√

2
4

� �����!� �����	� �� F ′
ξ(x)�

&���! ����!�

fξ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x � 0;
1

2
√

x
, 0 < x � 1

4
;

16x,
1
4

< x �
√

2
4

;

0, x >

√
2

4

'����� 0;
1
4
;
√

2
4

!�#�� 	������ 	 ���� ���$ 
�
����$ ���!�#��(�

������� �� )��� �������

f(x) =

{
0, x � 0;

ae−αx, x > 0,
α > 0.

*+



������ �� ���������� ����	
��� �������

��� ����� �	
��		 ��
��� a ��	��� f(x) � ���	��� ��������
�����	����� ������ ���
������ ������	� ξ� �	
��� ��	��� ������
��� Fξ(x) ������	� ξ�  !������� �����	��� ��"�# �� ���
����

������	
 ξ ����
���� � ����$�� [0; 1] ����
 �����!
��% �
 �������
"�� ���	��� �������� �����	����� fξ(x)  �
 ������"�� ��	���
�������� Fξ(x)�

������������ �������� a �
� !��� 	���&��	��% a � 0� '�� �	
(��
�$�		� �	
��		� a �
��)��� �����

+∞∫
−∞

fξ(x)dx = 1

 ����������� ��%

∞∫
−∞

fξ(x)dx = a

∞∫
0

e−αxdx = − a

α
e−αx

∣∣∣∞
0

=
a

α
= 1.

 �$�# a = α  ��	��� fξ(x) �
� ��"���

f(x) =

{
0, x � 0;

αe−αx, x > 0,
α > 0. *+,

�	
����� ��	��� �������� Fξ(x) �
 ��������

Fξ(x) =

x∫
−∞

fξ(t)dt.

-��� x � 0# ��

Fξ(x) =

x∫
−∞

fξ(t)dt =

x∫
−∞

0dt = 0,

./



������� ��� ��������� �	
�����

���� x > 0� ��

Fξ(x) =

x∫
−∞

fξ(t)dt(x) =

0∫
−∞

0dt +

x∫
0

αe−αtdt = 1 − e−αx.

�����

Fξ(x) =

{
0, x � 0;

1 − αe−αx, x > 0,
α > 0. 	
�

� ��������

P(x1 � x � x2) =

x2∫
x1

fξ(x)dx

��������� ����������� P(0 � x � 1)�

P(0 � x � 1) =

1∫
0

fξ(x)dx =

1∫
0

αe−αxdx = 1 − 1
eα

.

������

P(x1 � x � x2) = Fξ(x2) − Fξ(x1)

� ��� ���� ��!������

P(0 � x � 1) = Fξ(1) − Fξ(0) = 1 − 1
eα

.

"�#����� �������� !� ��������� 	$� �� ! ����%� � ��!#����� 	
�
������ ���� !����������� � #����%� 	#��!������� !��� ��!#�&
�����'

������� �� "�#���� ������� ξ � ��������� ��!#���� ! #&
������� a = 7 � σ = 2' (�������� ����������� #���#����� ��#�&
����) �������� ξ � #������� (3; 7] � (−100; 1]' �!����� �������� �
���� ��#���� ������� ξ #���#�� ! #�������� �������������'

*+



������ �� ���������� ����	
��� �������

������������ ���� ��������� �	
����� ξ �� ����
���� �������
�
��

P(ξ ∈ (α;β]) = Φ
(

β − a

σ

)
− Φ

(
α − a

σ

)
.

���

P(ξ ∈ (α;β]) = Φ
(

7 − 7
2

)
− Φ

(
3 − 7

2

)
= Φ(0) − Φ(−2).

�� ���
��	� ����	�� ������� Φ(x) �����  ! ���"����#

Φ(0) = 0; Φ(−2) = −Φ(2) ≈ −0�4772.

���
P(ξ ∈ (3; 7]) ≈ 0�4772.

$��
�%�����

P(ξ ∈ (−100; 1]) = Φ
(

1 − 7
2

)
− Φ

(−100 − 7
2

)
=

= Φ(−3) − Φ(−53�5) = −Φ(3) + Φ(53�5).

�� ����  �������#
Φ(3) ≈ 0�49865.

����	��& Φ(53, 5) � ����  ������ �	 �'��� ()��
��� 53�5 > 5�
�� � �	
���� �����)�� �'�� ���'���� ��

Φ(53�5) ≈ 0�5.

(�'	�

P(ξ ∈ (−100; 1]) ≈ −0�49865 + 0�5 = 0�00135.

*���
��� �������
	�� ��������� �	
����� � ���������� ��)��+
�����)�� ������
&� � ��� ������ ���)�%���� ���	���


(a − 3σ; a + 3σ].

(�'	�
P(ξ ∈ (1; 12]) = 0�9973.

,�������� �����	�� )��)����� �	�	)�������)� � �����
���)��
�)������� �����)���

- 



������� ��� ��������� �	
�����

������ �� ������	 


������ �� ��������� ��	�
��� X �� ������� �������	�

F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, x � −4,

a(x + 4)2

16
, −4 < x � 0,

1, x > 0.

������ �������� a� ���	���
��� ����� �	� ��	������� �����������

������	���� ���������� ��	�
��� X � �������	 (−2; 5)�

����	
���� a = 1� f(x) =

⎧⎨
⎩

x + 4
8

, x ∈ (−4; 0);

0, x /∈ (−4; 0),
P {X ∈ (−2; 5)} =

=
3
4
�

������ �� ��������� ��	�
��� X �� ������� �������	�

F (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x � 0,

a
√

2x, 0 < x � 8,

1, x > 8.

������ �������� a� ���	���
��� ����� �	� ��	������� �����������

������	���� ���������� ��	�
��� X � �������	 (1; 6)�

����	
���� a =
1
4
� f(x) =

⎧⎨
⎩

1
4
√

2x
, x ∈ (0; 8);

0, x /∈ (0; 8),
P {X ∈ (1; 6)} =

=
2
√

3 −√
2

4
≈ 0, 51�

������ � ��� ��� ���
���� ���������� a � b �������

F (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x � a,

sin x, a < x � b,

1, x > b

!"



������ �� ���������� ����	
��� �������

���� ������	
 �������� ������ ���������� ��������� ������ �����
����� ����� ���������� ���������

���������� a = 2πk� b =
π

2
+ 2πk� k ∈ Z�  ���� ���������� k = 0�

�� f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x /∈
(
0;

π

2

)
;

cos x, x ∈
(
0;

π

2

)
.

�	�	
	 �� !�� ���" �������" ����#����� a � b �������

F (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x � a,

tg x, a < x � b,

1, x > b

���� ������	
 �������� ������ ���������� ��������� ������ �����
����� ����� ���������� ���������

���������� a = πk� b =
π

4
+ πk� k ∈ Z�  ���� ���������� k = 0� ��

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x /∈
(
0;

π

4

)
;

1
cos2 x

, x ∈
(
0;

π

4

)
.

�	�	
	 �� $�������� ���������� �������� X ����� %�������
&���� '()�

�

�	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

		




















f(x)

�

a

−4 � x

���� ��

*+



������� ��� ��������� �	
�����

��������� �������� 	�
����
� a � ��������� ��
��� �� f(x) �
F (x)� ������

P {X ∈ [0; 2]} , P {X ∈ [−2; 1]} .

���������� a =
1
3
� f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0, x /∈ (−4; 2);
1
12

(x + 4), x ∈ [−4; 0];

1
6
(2 − x), x ∈ [0; 2],

F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x � −4;

(x + 4)2

24
, −4 � x � 0;

1 − (2 − x)2

12
, 0 � x � 2;

1, x � 2,

P {X ∈ [0; 2]} =
1
3
�

P {X ∈ [−2; 1]} =
3
4
�

�	�	
	 �� �������� ��	������� ������� ξ ������ �
������
�
��� ����

�

��
�
�
�
�
�
�
�
�
��

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��

f(x)

�

a

−2 � x

���� ��

� 



������ �� ���������� ����	
��� �������

��������� �������� 	�
����
� a � ��������� ��
��� �� f(x) �
F (x)� ������

P {ξ ∈ [6; 8]} , P {ξ ∈ [−2; 2]} .

���������� a =
1
4
� f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0, x /∈ [−2; 6];
1
8
(x + 2), x ∈ [−2; 0];

1
24

(6 − x), x ∈ [0; 6],

F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x � −2;

(x + 2)2

16
, −2 < x � 0;

1 − (6 − x)2

48
, 0 < x � 6;

1, x > 6,

P {ξ ∈ [6; 8]} = 0�

P {ξ ∈ [−2; 2]} =
2
3
�

�	�	
	 �� �
� ���� ��������� 	�
����
�� a �� b �������

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x � a,

sin x, a < x � b,

0, x > b

���� ���� ������� �����! ��	������! ������� X" ������ ���#
��� 
��	���� ����! ��	������! ������� � �����
����� 	��
�	����

��$! ��	������! ������� � 	
������

[
a + b

2
; b
]
�

���������� %��� a ����� ���
��� ������� � 	
������
[
2πk;

π

2
+

+ 2πk
]
� k ∈ Z� � ���� b ��������� � ����� cos a − cos b = 1�

&��� a = 0� �� b =
π

2
� '��� F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, x � 0;

1 − cos x, x ∈
[
0;

π

2

]
;

1, x � π

2
,

()



������� ��� ��������� �	
�����

P
{

X ∈
[π

4
;
π

2

]}
=

√
2

2
�

������ �� ��� ���� ��	
����� �	�	����� a �	 b �������

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x � a,

tg x, a < x � b,

0, x > b

��� ���� ��������� ������ ���	������ ����
��� X� ��	 �� ���!

���� ��������� �	��� ���	������ ����
���  ���������� ����	������

��"� ���	������ ����
��� � �������

[
a;

a + b

2

]
�

����	
���� #���� a ���	 ����	�� �������� � �������
[
πk;

π

2
+

+ πk
]
$ k ∈ Z$ 	 
���� b ����	
��� � ����

cos a

cos b
= e� %��� a = 0$

�� b = arccos
1
e
� &��� F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0, x � 0;

− ln(cos x), x ∈
[
0; arccos

1
e

]
;

1, x � arccos
1
e
,

P
{

X ∈
[
0;

1
2

arccos
1
e

]}
= −1

2
ln

(
e + 1
2e

)
≈ 0$19�

������ �� '��	����� ����
��� ξ �	�	�� ���������

fξ(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x /∈
[
−π

2
;
π

2

]
;

a cos x, x ∈
[
−π

2
;
π

2

]
.

��	 �� �	�	��� a$ ������� ��������� Fξ(x)$ ���������� ����	�!

����� ���	������ ����
��� ξ � ������	�
(
0;

π

4

]
�

()



������ �� ���������� ����	
��� �������

���������� a =
1
2
� Fξ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0, x � −π

2
;

1 + sinx

2
, −π

2
< x � π

2
;

1, x >
π

2
;

P
(
ξ ∈

(
0;

π

4

])
=

√
2

4
�

�	�	
	 ��� �������	
 	�����
 ξ ������ ���������

fξ(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x � −2;
a, −2 < x � 5;
0, x > 5.

������ �������� a� �
����� ��������
 Fξ(x)� ���	������� �������

����� 	������	�� 	������ ξ 	 �����	�� (0; 3]�

���������� a =
1
7
� Fξ(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, x � −2;
x + 2

7
, −2 < x � 5;

1, x > 5;

P(ξ ∈ (0; 3]) =

=
3
7
�

�	�	
	 ��� �������	� 	������ ξ �� ��	�������� ����� ��������


�� 	������
 [2; 5]� ������ ��������� 	����� ��� ��������� �� �
�����

��������
 �� � 	������	�� 	������� !�"
�
	��� �# $������� ������

���	������� ����������� 	������	�� 	������ 	 �����	�� (0; 3]�

���������� fξ(x) =

⎧⎨
⎩

0, x /∈ [2; 5];
1
3
, x ∈ [2; 5],

Fξ(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, x � 2;
x − 2

3
, 2 < x � 5;

1, x > 5.
%������ ��������� �� �
����� ��������
 ��"��&��� 	����	���� ��

���� '( � ')� P (ξ ∈ (0; 3]) =
1
3
�

**



������� ��� ��������� �	
�����

�

�
�

1
3

fξ(x)

2 5 x
� �

���� ��

�

�
�

�

Fξ(x)

2 5 x
	

	
	

	
	

	
	

	
	

		

���� ��

������ ��� ������ ���	� 
���� � ���	����� � ��� ��������� ��

��� ξ ��������� ������ �� ������ �� 	����	��
 	������� ���
��

�������� ��	��� ��� ������� �� !����� 	������� � � ����������

��������� ��"������� �� #	�!��� $��
�� 
���	���� ��#�� �� ���

��������� ��	����������� %& ��

���	
����� fξ(x) =

⎧⎨
⎩

0, x /∈ [0; 2];
1
2
, x ∈ [0; 2],

Fξ(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, x � 0;
x

2
, 0 < x � 2;

1, x > 2.

'	�(

!�� ������� �� !����� 	������� ��"	����� �������� �� 	��� �&

)*



������ �� ���������� ����	
��� �������

� ��� P(ξ > 30 �) =
3
4
�

�

�
�

1
2

fξ(x)

2 x
� �

���� ��

�

�
�

�

Fξ(x)

2 x
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

���� ��

������ ��� ����	
��� �	��� �������
� ��	������ ��
�� X
�	�	�� �������� �������
�

F (x) =
1

4
√

2π

x∫
−∞

e−
(t+1)2

32 dt.

�������	� ��	��� ������� f(x)�  ���
�

P{−5 < X < 3}, P {|X + 1| < 12} .

!"



������� ��� ��������� �	
�����

���������� a = −1� σ = 4� ������ f(x) �	
���	��� � ������� �����
���	� �	�����	���� ����������� ��������� ������ �	���� 
 � ����

���
� ��� Oy � ����������� ��  ��
���! ����
� ��� Ox "���� ##$�
P {−5 < X < 3} = 2 · Φ(1) ≈ 0%6318� P {|X + 1| < 12} = 2 · Φ(3) ≈
≈ 0%9973�

�

�
�

������

f(x)

−1−13 11 x
� �

���� ��

�	�	
	 ��� &��������' ����� ��������� 
������
�( 
���!��� X
������ ����)�� ���������

F (x) =
1

2
√

2π

x∫
−∞

e−
(t−3)2

8 dt.

*�+���
�	� ������ ����)�( f(x)� ,+!����	�

P{1 < X < 5}, P {|X − 3| < 6} .

���������� a = 3� σ = 2� ������ f(x) �	
���	��� � ������� �����
���	� �	�����	���� ����������� ��������� ������ �	���� 
 # ����

���
� ��� Oy � ����������� �� - ���
���! ����
� ��� Ox "���� #-$�
P {1 < X < 5} ≈ 0%6318� P {|X − 3| < 6} ≈ 0%9973�

./



������ �� ���������� ����	
��� �������

�

�
�

������

f(x)

3−3 9 x
� �

���� ��

������ ��� ��������� ��	�
��� ξ �� �����	���� �������	 �� ���
��������� a� σ� �������� ����� �	� ��	������ �� ������� �������	�
���������� ��	�
��� ξ � ������ ����������� ����� �� ��������� ���
	�
��� ξ �� ��� ���
���� � �����!�� (α, β]� ����"

�# a = 0� σ = 1� α = 0� β = 5$
 # a = 5� σ = 3� α = 2� β = 8$
�# a = 9� σ = 2� α = 3� β = 15�

���	
����� �# fξ(x) =
1√
2π

e−
x2
2 � Fξ(x) =

1√
2π

x∫
−∞

e−
t2
2 dt�

P(ξ ∈ (0; 5]) ≈ 0�5$  # fξ(x) =
1

3
√

2π
e−

(x−5)2

18 � Fξ(x) =
1

3
√

2π
×

×
x∫

−∞
e−

(t−5)2

18 dt� P(ξ ∈ (2; 8]) ≈ 0�6827$ �# fξ(x) =
1

2
√

2π
e−

(x−9)2

8 �

Fξ(x) =
1

2
√

2π

x∫
−∞

e−
(t−9)2

8 dt� P(ξ ∈ (3; 15]) ≈ 0�9973�

������ �� %�	������ �����	��� �������	���� ���������� ��	�
���

ξ �� ���	�� fξ(x) = c · e− (x+3)2

8 � ������ ��������� c� a �� σ� &�����
���� ����������� ������	���� ���������� ��	�
��� ξ � �����!��
(−9; 3] � (4; 100]�

'(



������� ��� ��������� �	
�����

���������� c =
1

2
√

2π
� a = −3� σ = 2� P(ξ ∈ (−9; 3]) > P(ξ ∈

∈ (4; 100])�

�	�	
	 ��� �������	� 	
����� ξ ��� �������� �������� �� ���
���
����� a� σ� � ������ � ������� �����	 ����� ��
�	��� �
���� ��������� 	������	� 	
����� ξ � ��������� �����	������
�� ���	������  �!!"#$%

�$ a = 0� σ = 1�
&$ a = 5� σ = 2�
	$ a = 5� σ = 100�

���������� �$ [−3; 3]� &$ [−1; 11]� 	$ [−295; 305]�

�	�	
	 �� �������	� 	
����� ξ ��� ��������	�� �������� � ���
���
���� λ = 3� '���� ���	������ ��(�� )� 	������	� 	
����� ξ
�&��
 ���
� � �������� [α;β]� ��)�%

�$ α = −2� β = −1�
&$ α = 2� β = 3�
	$ α = −2� β = 3�

���������� �$ P(ξ ∈ [−2;−1]) = 0� &$ P(ξ ∈ [−3;−1]) ≈ 0�002355�
	$ P(ξ ∈ [−2; 3]) ≈ 0�9999�

�	�	
	 ��� �������	� 	
����� ξ ��� 
����
*������ ���������
+��	������ ��(�� )� *� 	������	� 	
����� �&��
 ���
� � ����
����� [0; 5]� ����	��  �"� '���� ���	������ ��(�� )� *� 	������	�
	
����� �&��
 ���
� � �������� [7; 9]�

���������� P(ξ ∈ [7; 9]) ≈ 0�0708�

,-



������ �� ������� ��	�
��	����
� ����
���� �������

������ �� �	
���� ������	
�	�	

�	�����	� ���	�	�

�� �������� �������� �	
	��
������ ��� �������� 
������� ���	��
����� �������� �	��	�� ����������� ���������� ����	���� ���

	���� 
���	������ ����������� ����� ��������
������������ ���������� ����
���� ���	������ ������� ξ�

��	 �	���	� ��	��� xi � �����
������� pi� �	���	����� �����

M(ξ) =
∑

i

xipi. �� 

!�"� ������	 ��	��� ���	������ ������� ξ �������	� �� �	�
��	���� ������	��� � ����	#��� ����� �������� ��	��� ���	��
����� ������� �	 ���������� #����
������ !�"� ������	 ��	���
���	������ ������� ξ ������	� �� ���	$	����� 	��������� ����
������ 
��� �� �

������������ ���������� 	�������� ��

���� ���	������
������� ξ �� "�������� f(x) �	���	����� �����

M(ξ) =

∞∫
−∞

xf(x)dx, �% 

�	 ����� 	��������� ��������� ���	���$� ���$
	�	 �% �
&	��	���� ������	��� ������� �	���� ��	�����������

����������� 	
 !�"� P{ξ = C} = 1� �� M(C) = C�

����������� �
 M(C · ξ) = C · M(ξ)�

����������� �
 M(ξ1 + ξ2) = M(ξ1) + M(ξ2)�

����������� 
 !�"� ξ1 �	 ξ2 ��	���� ���	����� �������� ��

M(ξ1 · ξ2) = M(ξ1) · M(ξ2).

����	���� ���	������ ������� ξ �	���	��� �	��	���� ����
���	��� ��	�
	�	 ��������� ���	������ ������� ��� �� �	��	���
���$� ������	���'

()



������� ��� ��������� �	
�����

D(ξ) = M[ξ − M(ξ)]2. ���

������	 ��� 
���	�
���	 �	�� �������

D(ξ) = M(ξ2) − [M(ξ)]2. ���

��� �����
���� ���	������ �
������ ������� ���  ��� �	���	���
�������� �	���� ��������

D(ξ) =
∑

i

(xi − M(ξ))2pi, � �

D(ξ) =
∑

i

x2
i pi − [M(ξ)]2. �!�

��� 	�������� �
�
�
����� ���	������ �
������ ������� ��� �	
��� �	���	��� �������� �	���� ��������

D(ξ) =

∞∫
−∞

(x − M(ξ))2f(x)dx, �"#�

D(ξ) =

∞∫
−∞

x2f(x)dx − [M(ξ)]2. �""�

$ �%�	�
���& ��	'	(����) *� ��� � �  �
��	���� ��
��	� �"#�
	�������� %��	�����+

����
��� �	( �	� ��	��������

����������� 	
 D(ξ) � 0+

����������� �
 ,�*� P{ξ = C} = 1) �� D(C) = 0+

����������� �
 D(C · ξ) = C2 · D(ξ)+

����������� 
 ,�*� ξ1 �	 ξ2 �
%	�
'� ���	���� �
������) ��

D(ξ1 + ξ2) = D(ξ1) + D(ξ2).

 -



������ �� ������� ��	�
��	����
� ����
���� �������

��	����� 
���	������� ����������� ���������� ��	�
��� ξ ���
������ 
��	�

σ(ξ) =
√

D(ξ).

��������� �� ������� ��������
�� �����	���� �������������
������� ���������� ��
��� ���������� ��	�
��� �����	� �� �����
����
���� �����������

����� Mo(ξ) ���������� ���������� ��	�
��� ���������� ����
���������� �� ��
�����

������	 ���������� ������������� �� � ��� ��� ����� ����
!"������	����� ����������� �� �#�

������	 ���������� ������������� �� � ��� ��� "�	��� ������
���� !����������� �� �#�

����� �"��	���� ����������� ���������� ��	�
��� ����������
��
�� ���������  �	������ ������	��

�������� ���������� ��	�
��� ���������� ���� 
��	� Me(ξ)�
�	� ����� ����������� �����

P{ξ < Me(ξ)} = P{ξ > Me(ξ)}.

$� � ξ ��� ���������� ������	� ��� ����	� ��%�
�� Me(ξ) ���
��
������ ��������
��� &�����	��� �� � ξ ' ��	������ �
��� ���
����	� �� ���	����� ��"���� �� �� Me(ξ) ��%�� ���� ����	���

��	�  �������	� (3; 4)�

( ��"	� ) �������� ��������
�� ����������� ��������� �� �������
��������
�� �����	���� �������������� ������	�� �������������

������� �� *�������� ��	�
��� X ��� ����� ������	+

X 1 2 3

P 0�2 0�6 0�2
.

,����� 
��	��� �������������� ������	� ���������� ��	�
��� X�

������������ -�������
�� ���������� ���������� ��	�
��� X �"
��
�	��� � .����	��

/0



������� ��� ��������� �	
�����

������� �

������� ��	�
��	����
� ������	����� �����	����

	���������

�
���

����� �����	
�� M(ξ) D(ξ) σ(ξ)

�� �������	
 �����
��

 �
����
���� � ���������� n
n + 1

2

n2 − 1

12

√
n2 − 1

12

� �
���
������ � ����������� n 
 p np np(1 − p)
√

np(1 − p)

� ������������ � ���������� λ λ λ
√

λ

� ������������ � ���������� p
1

p

1 − p

p2

√
1 − p

p

��� �������	
 �����
��

� �
����
���� � ����������� a, b
a + b

2

(b − a)2

12

b − a

2
√

3

� ���������� � ����������� a, σ a σ2 σ

 ������������ � ���������� a
1

a

1

a2

1

a

M(X) =
∑

i

xipi = x1p1 + x2p2 + x3p3 =

= 1 · 0�2 + 3 · 0�6 + 5 · 0�2 = 3.

��������� 	��
��	� 	������� X ��
���� �
 ������

D(X) =
∑

i

x2
i pi − [M(X)]2 = x2

1p1 + x2
2p2 + x2

3p3 − 32 =

= 12 · 0�2 + 32 · 0�6 + 52 · 0�2 − 32 = 1�6.

������� �	
��
����� 	��������� 	��
��	� 	������� X

σ(X) =
√

D(X) =
√

1�6 ≈ 0�2649.

��
 � ����
�
 ���	�����

Mo(X) = Me(X) = 3�

� 



������ �� ������� ��	�
��	����
� ����
���� �������

������� �� ����� �����	
�� ������� ξ �
����� 	���	
��� 
���

���� ������� ������� � �
����� �� �� � !"

#���� ���������� ��
����$� ��������� �� ������ 	��������

�� �������$ �
��
���� �����	
�
� ������� ξ"

������������ %$� �
��
���� ��
� �����	
�
� ������� �
&��
��


� ���	���� ' �
����� �"

ξ 0 1 2 3 4 5 6

P
1107568

3262623

1424016

3262623

613800

3262623

109120

3262623

7920

3262623

198

3262623

1

3262623

#� (
����
�

M(ξ) =
∑

i

xipi


&������
 ���������� ��
����$ �����	
�
� ������� ξ)

M(ξ) = 0 · 1107568
3262623

+ 1 · 1424016
3262623

+ 2 · 613800
3262623

+ 3 · 109120
3262623

+

+ 4 · 7920
3262623

+ 5 · 198
3262623

+ 6 · 1
3262623

=

=
12
13

< 1.

*�+�� �����$ 	���	���� ������� 
����� ���&���
 �
�����


�����"

#� (
����
�

D(ξ) =
∑

i

x2
i pi − [M(ξ)]2

������
 ��������� �����	
�
� ������� ξ)

D(ξ) = 02 · 1107568
3262623

+ 12 · 1424016
3262623

+ 22 · 613800
3262623

+ 32 · 109120
3262623

+

+ 42 · 7920
3262623

+ 52 · 198
3262623

+ 62 · 1
3262623

−
(

12
13

)2

=

=
2178
3211

≈ 0�6783.

,-



������� ��� ��������� �	
�����

������� ������	
��� ���
����� �
�������� ���
�
�
 ξ

σ(ξ) =
√

D(ξ) =

√
2178
3211

≈ 0�8236�

������� �� �
������� ���
�
�� X ������ �������	� ���������

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x � 0,

1
2
√

x
, 0 < x � 1

4
,

16x,
1
4

< x �
√

2
4

,

0, x >

√
2

4
.

����	
 �
����� ����	��
�	
�
 ����� �
�������� ���
�
�
�

����������� ��	���	
��� ���������� �
�������� ���
�
�
 X � �
!

��
�� �� "������� M(X) =

∞∫
−∞

xf(x)dx#

M(X) =

0∫
−∞

x · 0dx +

1
4∫

0

x · 1
2
√

x
dx +

√
2

4∫
1
4

x · 16xdx +

∞∫
√

2
4

x · 0dx =

=
1
2

1
4∫

0

√
xdx + 16

√
2

4∫
1
4

x2dx =
1
2
· x

3
2

3
2

∣∣∣∣∣
1
4

0

+ 16 · x3

3

∣∣∣∣
√

2
4

1
4

=

=
√

2
6

− 1
24

≈ 0�1940.

�� "�������

D(X) =

∞∫
−∞

x2f(x)dx − [M(ξ)]2

$$



������ �� ������� ��	�
��	����
� ����
���� �������

�������� ��	
��	� ��
������� �������� X�

D(X) =

( 0∫
−∞

x2 · 0dx +

1
4∫

0

x2 · 1
2
√

x
dx +

√
2

4∫
1
4

x2 · 16xdx +

+

∞∫
√

2
4

x2 · 0dx

)
−

(√
2

6
− 1

24

)2

=

=
1
2

1
4∫

0

x
√

xdx + 16

√
2

4∫
1
4

x3dx −
(√

2
6

− 1
24

)2

=

=
1
2
· x

5
2

5
2

∣∣∣∣∣
1
4

0

+ 16 · x4

4

∣∣∣∣
√

2
4

1
4

− 11
192

+
√

2
72

=

=
√

2
72

− 1
240

≈ 0�0155.

������� ����������� ���������� ��
������� �������� X

σ(ξ) =
√

D(ξ) =

√√
2

72
− 1

240
≈ 0�1244�

������ �� ������	 


������ �� ����� ξ � ��
������ ��������� ��� ������� ������	��
����� ��� ��
����� 
�� 
��������� �������  ����� ����������� 	
�!
�������� ��	
��	� �� 	������ ����������� ���������� ��
�������
�������� ξ�

����	
���� M(ξ) = 3�5" D(ξ) =
35
12
" σ(ξ) =

√
35
12

≈ 1�71�

������ �� # �$��� ��%��� & 
������������� ������ '������ ���!
���	� ��� ( �� &)� �������� ��������	� ������� *�
������ ����!

+,



������� ��� ��������� �	
�����

���� ξ � ����� 	
�� ����� ������ ����������� ����
������ ����
����
� �� ������� ���������� �
�������� ��������� �������� ξ�

���������� M(ξ) = 3� D(ξ) = 2� σ(ξ) =
√

2 ≈ 1�41�

�	�	
	 �� ���������� ������ �
���������  ��!�� "������� ���
������ X � 
��
��� #�����
�$� �
 ��� 	���� ��������� ������
����������� ����
����� �� �������
� ��������� �������� X�

���������� M(X) =
3
2
� D(X) =

3
4
�

�	�	
	 �� ������ ������
 ������������ ��������� �������� X�
�� ���
���� 
�����
 ������
� � �
�%� ! ������ �
���� &���'����
�����'���� ������� � �
����� �
�������
����� ���
���(�

���������� M(X) =
3
2
� D(X) =

3
4
� σ(X) =

√
3

2
≈ 0�87�

�	�	
	 � ���
��	� ��)��� �� ������ �����
�� �� �������� �
*��
���� ������ ������
 ������������ ��������� �������� X� �� ���
�
���� 
�����
 �������� ���'����� +� ����
��
��� �������� ���
������ �����
�
 ,�-�

���������� M(X) = 2�8� D(X) = 0�84� σ(X) =
√

0�84 ≈ 0�92�

�	�	
	 �� ������� !��� ., ������ ! ./� 0������� ���������� /
������� ������ ������
 ������������ ��������� �������� X� ��
���
���� 
�����
 ������� �� �
 ������� !��� �
����
���

��	����	� ������������ ��������� �������������� 1
���1�����
������1� ��!���
�� ! ����������� m, n, N 2

M(X) =
mn

N
, D(X) =

mn(N − m)(N − n)
N2(N − 1)

,

σ(X) =

√
mn(N − m)(N − n)

N2(N − 1)
.

���������� M(X) = 4� D(X) =
2
3
� σ(X) =

√
2
3
≈ 0�82�

3,



������ �� ������� ��	�
��	����
� ����
���� �������

������ �� � ����� ���	
� ������ �  ������� � � ���
�� �	��	��

�� �����	�
��� �����	� ������
��� �� ����� � �����	  ����
	�
��� �

����� !�� ������
  ��
��"�
��� # �	��� $�	%
� �	
��	
�&�� � �'��

�	��� 
	 '�� ����" �� 	'����� ����&��� X� ��	 '�����"� �������
�

������� ������� ��� �(�������  �� ��%�	����

����	
���� M(X) = 2�8) D(X) = 0�84) σ(X) =
√

0�84 ≈ 0�92�

������ �� � *�� � � +, �
�'��
�� � 
��� ��'��������� -� 	'����

�����	�
��� # �
�'��
�� $�	%
� &������ �	�	�
����
��� �� 	'�����

����&��� ξ� ��	 '�����"� �������
� ��'�������� ����' ����	��� �
��

'��
���

����	
���� M(ξ) = 0�6) D(ξ) =
204
475

≈ 0�43) σ(ξ) =
√

204
475

≈ 0�66�

������ � .���' /, '�
	��% � + ��	���	��� 0�� ���
���" �	��	��

�� �����	"
� � '�
	��� $�	%
� &������ �	�	�
����
��� �� 	'�����

����&��� ξ� ��	 '�����"� �������
� ��	���	��� '�
	��% ����' ����	�

����

����	
���� M(ξ) = 0�6) D(ξ) =
28
75

≈ 0�37) σ(ξ) =
√

28
75

≈ 0�61�

������ ��� $�	%
� &������ �	�	�
����
��� �� 	'����� ����&��� Y �

��	 '�����"� �������
� �*	'	��� ������� � ��
���� 12 �� �34�

����	
���� M(Y ) ≈ 0�69) D(Y ) ≈ 0�53) σ(Y ) ≈ 0�73�

������ ��� 5����  �'��'	�
��� '�
��  ��� �� �� 	'� 6��
�	� X �

�� 	'���	 ����&��	� ��	 '�����"� ������'��% �������
�  �'��'	���

$�	%
� &������ �	�	�
����
��� �� 	'����� ����&��� X �

P {|X − M(X)| < 3σ(X)} .

����	
���� M(X) = 6) D(X) = 30) σ(X) =
√

30 ≈ 5�48) P{|X −
− M(X)| < 3σ(X)} = P {1 < X < 22} = 1 − 1

622
≈ 1�

7/



������� ��� ��������� �	
�����

������ ��� ������� ���� � �	
���	 � ������� ����� ������	� ����

���� ���	 ����
��� �� ������� � ��������� �����	� X � ��������

��
������ ��� ������� ��
������ ������ Y � �������� ��
������

��� ������� ������	 �������  ����� ���
��� !������������� ���

������! ��
���� X � Y � ��������� "� ������� #�� ����#����	

��
������ ������ � ���#�� ������ �� ��#������ �����
�#��

���	
����� M(X) =
37
18

≈ 2�06$ D(X) =
703
324

≈ 2�17$ σ(X) =

=
√

703
324

≈ 1�47� %������� ��
����� Y = a� ��"� X = 1� � Y =

= 2a · 3n−2 · X� ��"� X = n� n = 2, 3, . . .� � a � ���#�� �����&

������$ M(Y ) = +∞�

������ �� '������ ����#�� ()))) �
���� #�����
���& ���� *#��

�������� ����� "� ��� ����������� �
���� ��������� ��������� ��

������ )�)))+�  ����� ���
��� !������������� ��������& ��
�����

X� ��� ������� ��
������ �������! �
�����

���	
����� M(X) = 4$ D(X) = 4$ σ(X) = 2�

������ ��� ,��	���� ����� ������# ()))) ����#�
����� *#�����

����� ����� "� �����	������� ����#�
�� ��������� ��������#� ��

������ )�))(�  ����� ���
��� !������������� ��������& ��
������

��� ������� ��
������ ���������! ����#�
�����

���	
����� M(X) = 10$ D(X) = 10$ σ(X) =
√

10 ≈ 3�16�

������ ��� -���#������ ��
�.���� ������� ���
	���	� ()))) ��
��

.����! ��#����� *#��������� ����� "� �������# ( !� �� -/0 �����

���
�� �� ��������� ������� )�)))+�  ����� ���
��� !������������

�� ��������& ��
����� X� ��� ������� ��
������ ���
����� "� ���

���
� �� -/0 �������# ( !��

���	
����� M(X) = 4$ D(X) = 4$ σ(X) = 2�

������ ��� *#��������� �
	����� � #	!	 �� 
���	 � ������� �����

��� )�))(� %��	������� 1))) ������
���  ����� ���
��� !���������

����� ��������& ��
����� Y � ��� ������� ��
������ �����! #	!�
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������ �� ������� ��	�
��	����
� ����
���� �������

���������� M(Y ) = 2� D(Y ) = 2� σ(Y ) =
√

2 ≈ 1�41�

�	�	
	 ��� ������	
� 
������ ξ ��
�	����	 �	��	������ �� 
���
����� [1; 11]� ������ ���	
� �������������� 
�����	
	� 
������ ξ�

���������� M(X) = 6� D(X) =
25
3

� σ(X) =
√

25
3

≈ 2�89�

�	�	
	 �� ������	
� 
������ ξ ��
�	����	 �	��	������ �� [7; a]�

���	�� ��������� �� ��	�� ��	����� �	��
�� 
1
20

� �������� ����

���! ��������� a � ������ ���	
� �������������� 
�����	
	� 
��
����� ξ�

���������� a = 27� M(ξ) = 17� D(ξ) =
100
3

� σ(ξ) =
√

100
3

≈ 5�77�

�	�	
	 ��� ������	
� 
������ ξ ������ ���������

f(x) =

⎧⎨
⎩

0, x � 0,

2
e2x

, x > 0.

������ ���	
� �������������� 
�����	
	� 
������ ξ�

���������� M(ξ) =
1
2
� D(ξ) =

1
4
� σ(ξ) =

1
2
�

�	�	
	 ��� ������	
� 
������ ξ ������ "����� � �	��	����

F (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x � 2,

(x − 2)2, 2 < x � 3,

1, x > 3.

������ ���	
� �������������� 
�����	
	� 
������ ξ�

���������� M(ξ) =
8
3
� D(ξ) =

1
18

� σ(ξ) =
√

2
6

≈ 0�24�

�	�	
	 ��� #�������� 
�����	
	� 
������ X �����	 $��"��	
%���� &'(�

)*



������� ��� ��������� �	
�����

�

�




















�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

f(x)

�

a

−5 � � x

���� ��

������ �������	 
�������� a �� ������ ������������� ��
���

����� �������� X�

���������� a =
2
7
� M(X) = −2

3
� D(X) =

43
18

≈ 2�39� σ(X) =
√

43
18

≈
≈ 1�55�

�	�	
	 ��� � ������� ����� ������ R ��
������� ����� �������

���	 ������  ��������� 
����
�	��	 ����� � �����	�� ������� !�

������	 � ������ 
��
��"���� 
��!� "��� ������� ������ #���"�$

���
����� �� ��
���$ ��
������� �������� ξ� 	�� ������$� �������

��� ����� �� "����� ������

���������� Fξ(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, x � 0;
x

2
, 0 < x � R;

1, x > R,

D(ξ) =
R2

12
�

�	�	
	 ��� %������ � &�������� 
���$��	 ������������ �� ����

��	 ��� ������$� '�() ��� *��+�$��� !� ��� ������� ���
�������

�� ���������� �������� ������ ��������� ���������	� 	�!� , -

������� ��$�� ��� ���&� ' ���

���������� σ =
0�06
2�58

≈ 0�023�

./



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

������ �� �	
��	 ���� �	������	�

���	�	�

���� �� ������ 	 
��� ������ ���
�	 ������
���� ���	� Ω �����
�� ��	 ��������	 �������� ξ 	 ψ� 
� ������
�� �� ������ ���������
�������� (ξ, ψ) ���� ���������� ������	��� ���
���

�� �������	 ���
��� ���������� �������� ��� ��	 ������� �����
�
�
��� ���
� 	�!���"	� �� ����� ��������� ��������� #����	���
��������
� �� � ������	�
� �	� �����

�������� ���
���� ������	��$ ���������$ �������� (ξ, ψ) ���
����%
��& !���"	& ���� ��	����

F (x, y) = P{ξ < x, ψ < y}.
'���"	& �����	��  ����
���� �������% ����	�	�
� ��
���&��

�& ���������$ 
���� (ξ, ψ) � ����	������� ������
 � ��(���� �

��"	 (x, y)� �� �������
��& �	�	(� � ����� �	� ��$�

'���"	& �����	�� ������	��$ ���������$ �������� ��% 
��	 ����
�
����
	�

����������� 	
 lim
x→+∞
y→+∞

F (x, y) = 1�

����������� �
 )�& �����&��$ ���
��� ���������� �������

lim
x→−∞F (x, y) = lim

y→−∞F (x, y) = lim
x→−∞
y→−∞

F (x, y) = 0.

����������� �
 �� ���� x1 < x2� 
�

F (x1, y) � F (x2, y)

��& ��	� y ∈ R�
�� ���� y1 < y2� 
�

F (x, y1) � F (x, y2)

��& ��	� x ∈ R�

*+



������� ��� ��������� �	
�����

����������� 	
 ���� ��������� �	
����� ξ �� ������� �������
�
Fξ(x)� � ��������� �	
����� ψ � ������� �������
� Fψ(x)� ��

lim
x→+∞F (x, y) = Fψ(y), lim

y→+∞F (x, y) = Fξ(x).

����������� �
 ���������� ������
���� ���������� ����� (ξ, ψ) �
���������� �� ��������� ��� ����
	
��� ����������� ���� ���

���
������ �� ����
��

P{a � ξ < b; c � ψ < d} = F (b, d) − F (a, d) − F (b, c) + F (a, c).

�� � � ����������� �������� ��������� ��������� �	
�����

� �� �����
��� �� ��� �
���! ����	��� �� �	�	�	����"

#�������� ��������� �	
����� (ξ, ψ) ����������� ����	�����

���� � ��������� �	
����� ξ� � ��������� �	
����� ψ � �����	����
���������� �	
������" $ ���� ���� ��������� �	
����� (ξ, ψ)
������ �������� �� �����%�� ���
���!

ξ
ψ ξ1 ξ2 · · · ξn

ψ1 p11 p12 · · · p1n

ψ2 p21 p22 · · · p2n

· · · · · · · · · · · · · · ·
ψm pm1 pm2 · · · pmn

�	 pij � ���������� ��%�� �� ��������� ��������������� ��������

ψ = ψi� ξ = ξj " &�	������ ��� ����

m∑
i=1

n∑
j=1

pij = 1.

#
� �����	���� ���������� �	
����� (ξ, ψ) ������� �������
� ���
����� ��%
��� ���

F (x, y) =
∑

(i,j) :

{
ξj<x;
ψi<y.

pij ,

'(



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

����� �������	�	
��� 	��������� �� 	��� �
���
� (i, j)� ��� ���

�����
��� ξj < x � ψi < y�

���������� �
	������ 	�� �
������ ����� 	��
�� ����

����� ����� 	�
���	� 	���� ������ �
 ��������� !�����

P{ξ = ξj} = p1j + p2j + . . . + pmj , j = 1, 2, . . . , n;
P{ψ = ψi} = pi1 + pi2 + . . . + pin, i = 1, 2, . . . , m.

"	�	����
 	�
���	
 	����
 �
�	
����� ��
��������� ����

#��	������� ����
������ 	�
���	� ���� (ξ, ψ) � ��	����� !�����

	
�� ����� ����	��� ����� �����

P{(ξ, ψ) = (x0, y0)} = 0

��� �������� (x0, y0)�
$�
���	
 	����
 (ξ, ψ) �
�	
����� �������� ��
���������

���� ����� �
�
 !������ f(x, y)� ��� ��� 	��������� ��	�����

F (x, y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

f(x, y)dxdy.

%������ f(x, y) �
�	
����� �������� ��������� �	�	����� 

	�
���	� 	���� (ξ, ψ)�
&�������� f(x, y) �
� �
�� 	�
��	�����

����������� 	
 f(x, y) = F ′′
xy(x, y)�

����������� �
 f(x, y) � 0�

����������� �


+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(x, y)dxdy = 1�

����������� 
 '��	������� ����
������ 	�
���	� ���� (ξ, ψ) �

������ ���
��� D

P{(ξ, ψ) ∈ D} =
∫∫
D

f(x, y)dxdy.

()



������� ��� ��������� �	
�����

��������� �	
����� ξ � ψ ���������� �	�
	������ ����

F (x, y) = Fξ(x) · Fψ(y).

�
� ����
���� �	�	�	����� ���������� �	
���� �� ����� ������
��
��� �����

f(x, y) = fξ(x) · fψ(y),

�	 fξ(x) � fψ(y) � ��
������ ������
� ���������� �	
���� ξ � ψ
�����������
��
������ fξ(x) � fψ(y) �� �� �����
��� � ������ !����
���"

fξ(x) =

+∞∫
−∞

f(x, y)dy = F ′
ξ(x);

fψ(y) =

+∞∫
−∞

f(x, y)dx = F ′
ψ(y).

#��� ��������� �	
����� ξ � ψ �
	 ��� �� �
� ����� 	��� ��
���� ������
� ����������$ ���������$ �	
����� (ξ, ψ) �	���������
���� ����� ������
� �� ��$  ���������� �	
���� ξ � ψ�

������� ������ ������
� �����%���� ������
 ����%$ ������
����$ �	
������ ��&�	��& � ������ �� ��'� ��������� �	
�����
����	�� ����
� �	���(� !��������(� ���	����
)�����& ���� �� �� ������� �� !�����%� ������
� F (x/y)�

��� � ��
������ f(x/y) *�
� ����
���� �	�	�	����(� �������+� �	

f(x/y) =
f(x, y)
fψ(y)

; f(y/x) =
f(x, y)
fξ(x)

.

,� 	�
f(x, y) = fξ(x) · f(y/x) = fψ(y) · f(x/y).

)����� ��
������ ��% ��� �
��������� ��
������ �����������(�
����� ������
��
-��
��� ������	������� ������� ������ ������
� �����
����

�� � ����'	� �
	 �������������� ������ ��
�������

./



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

��� ����� �	
�� ��������	 
�����
�� 
������ ξ 	 ψ 
������

���
���� ��	 �����
	 ������������� �� ���������� � ����������
���������

����������� ������������ ��������� ������� 
�����
�� 
��

����� ���
��� �����

cov(ξ, ψ) = M [(ξ − Mξ)(ψ − Mψ)] .

���� ξ 	 ψ ��������	� ��

cov(ξ, ψ) =
∑

i

∑
j

(xi − Mξ) (yi − Mψ) pij .

���� ξ 	 ψ �������
�	� ��

cov(ξ, ψ) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(x − Mξ) (y − Mψ) dxdy.

������������ �������� ������� 
�����
�� 
������ ξ 	 ψ ����


��� �����

r(ξ, ψ) =
cov(ξ, ψ)
σ(ξ)σ(ψ)

.

���� ξ 	 ψ � �������	 
�����
	 
�������� ��

cov(ξ, ψ) = r(ξ, ψ) = 0.

�������� �
�������� ����
������  ������ �����	 
�����
	 
����

����� ��� ���� ��
�	!	� � ���"	!	#�� ������!	$ ���	
����� �����

��� ��
	����� 
�����
�� 
������

−1 � r(ξ, ψ) � 1.

%�� ������ |r(ξ, ψ)| �� �����!	� ��� �����	&�' �	
��� ��������	

�	� ξ 	 ψ� ���� r(ξ, ψ) = 0� �� 
�����
	 
������� ���
�����

���������������

((



������� ��� ��������� �	
�����

������� �� �� �������� � 	�
� �
����	 ��� ������
 � ��
 ��
 �����

��� �������	 ��� ��������� �������� ���
����� ������ �� ������

��	�� ����� ������� ���
 ������ �������� �� ������ ��	�� ������

��� �������

�����
��� ������ ����� ������
�� ����
������ ����� ������

����� ������� (X,Y )� �� X  �
���
�� ������� ��	��� � ������� ��

������ ��	�� ����� ������! Y  �
���
�� ������� ��	��� � �������
�� ������ ��	�� �������� ������ �
�	 ��"�� 	� ����� ��	 ������

���� ����	�� � ��������

#����� �����
 ������ ������
�� ��	 ���������� ������� X 
 Y �

����������� $�������� �������� X ��%� �������� ������� &� '� (�

)� � ��������� �������� Y  ������� *� &� '� +������� pi,j � i = 1, 4�
j = 0, 1, 2  ����
����
 ��"�� ,� X = i� Y = j-

p11 = P(X = 1, Y = 1) =
2
5
· 3
4

=
3
10

;

p12 = P(X = 1, Y = 2) =
2
5
· 1
4
· 1 =

1
10

;

p21 = P(X = 2, Y = 1) =
3
5
· 2
4
· 2
3

=
2
10

;

p22 = P(X = 2, Y = 2) =
3
5
· 2
4
· 1
3
· 1 =

1
10

;

p31 = P(X = 3, Y = 1) =
3
5
· 2
4
· 2
3
· 1
2

=
1
10

;

p32 = P(X = 3, Y = 2) =
3
5
· 2
4
· 2
3
· 1
2
· 1 =

1
10

;

p41 = P(X = 4, Y = 1) =
3
5
· 2
4
· 1
3
· 0 = 0;

p42 = P(X = 4, Y = 2) =
3
5
· 2
4
· 1
3
· 0 = 0;

p10 = P(X = 1, Y = 0) = 0;
p20 = P(X = 2, Y = 0) = 0;
p30 = P(X = 3, Y = 0) = 0;

p40 = P(X = 4, Y = 0) =
3
5
· 2
4
· 1
3
· 1 =

1
10

.

&**



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

�������� ���	
��� ����
�� � ������� ��������� ����������
�
����
�� ���������� �
��	�� (X,Y ) ������ ���

������� �

Y
X 4∑

i=1
pij

1 2 3 4

0 0 0 0
1

10

1

10

1
3

10

2

10

1

10
0

6

10

2
1

10

1

10

1

10
0

3

10

3∑
j=1

pij
4

10

3

10

2

10

1

10

4∑
i=1

3∑
j=1

pij = 1

�� ��������� ����� � ����� �
!�� �������� �
������� ������ ���"
������ ��� ���������� �
��	�� X � Y #

X 1 2 3 4

P
4

10

3

10

2

10

1

10

$
Y 0 1 2

P
1

10

6

10

3

10

�

������� �� %����� ������� ��������� ����������� ���������� �
"
��	��� (X,Y )#

X
Y 1 2 3

−1 0�2 0�1 0�3

0 0�15 0�15 0�1

&�������#

�� ������ �
������� ������ ��������� ����������� ���������� �
"
��	��� (X,Y )$

�� ������ ������� ����� ��������� X �� �����' (� Y = −1$
�� ������ ������� ����� ��������� Y �� �����' (� X = 3$
!� �)�������' ���
*�� 	� �� ��������� �
��	��� X � Y �

+,+



������� ��� ��������� �	
�����

����������� �� ��������	 
�	���	��� P(X = i) �i = 1, 2, 3� �
P(Y = j) �j = −1, 0��

P(x = 1) = 0�2 + 0�15 = 0�35;
P(x = 2) = 0�1 + 0�15 = 0�25;
P(x = 3) = 0�3 + 0�1 = 0�4;

P(y = −1) = 0�2 + 0�1 + 0�3 = 0�6;
P(y = 0) = 0�15 + 0�15 + 0�1 = 0�4.

�������	 �����	��� ���	�� 	��	���� X � Y �

X 1 2 3

P 0�35 0�25 0�4
;

Y −1 0

P 0�6 0�4
.

�� ��������

P(X = 1/Y = −1) =
0�2

0�2 + 0�1 + 0�3
=

1
3
;

P(X = 2/Y = −1) =
0�1

0�2 + 0�1 + 0�3
=

1
6
;

P(X = 3/Y = −1) =
0�3

0�2 + 0�1 + 0�3
=

1
2
,

��	���
 ���	� 	��	���� X �� ��	��� �	 Y = −1� ������ ����

�������

X 1 2 3

P(X/Y = −1)
1

3

1

6

1

2

�

�� ��������

P(Y = −1/X = 3) =
0�3

0�3 + 0�1
=

3
4
;

P(Y = 0/X = 3) =
0�1

0�3 + 0�1
=

1
4
,

� !



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

������� ��	�� 
������� Y �� ������ �� X = 3� ������ ��	�� ���
�����

Y −1 0

P(Y/X = 3)
3

4

1

4

�

�� ��� ��	�� �� ���������� ��	�� 
������� �������� X �� ���
������� � ������� ��	���� 
������� �� ��������� ������� �
� ���
�� �������� X  Y ����!�"

������� �� #������ �����	���$ ������� (X, Y ) ��� ��	�� 
�����
�� ���
�������

X
Y 0 1

0 0�2 0�15

1 0�15 0�15

2 0�1 0�25

%������
�� ���������� ��������� M(X)  M(Y )&
�� �����
� D(X)  D(Y )"

������������ �� '�� ��(�	��� ����������� ��������� M(X)� ���
!�� �	�
�������� ��
����)

M(X) =
∑

i

∑
j

xipij ,

���	�

M(X) = 0 · 0�2 + 0 · 0�15 + 0 · 0�1 + 1 · 0�15 + 1 · 0�15 + 1 · 0�25 = 0�55.

��	�� ����� 
�������� ��
������� �	�� ����(��� ����������
��	�� 
������� �����	��� �������� X�

X 0 1

P 0�45 0�55

*+,



������� ��� ��������� �	
�����

� ���� ������	�
���� �������

M(X) =
∑

i

xipi,

������

M(X) = 0 · 0�45 + 1 · 0�55 = 0�55.

���������� �������
�� ��	���	���� ����������

M(Y ) = 0 · 0�2 + 0 · 0�5 + 1 · 0�15 + 1 · 0�15 + 2 · 0�1 + 2 · 0�25 = 1,

��� � ����������� ������ ���������

Y 0 1 2

P 0�35 0�3 0�35

�	����
��

M(Y ) = 0 · 0�35 + 1 · 0�3 + 2 · 0�35 = 1.

�� ��� �������	� ��������� D(X)� ����� ������	�	��� �����
���

D(X) =
∑

i

∑
j

(xi − M(X))2pij ,

������

D(X) = (0 − 0�55)2 · 0�2 + (0 − 0�55)2 · 0�15 + (0 − 0�55)2 · 0�1 +

+ (1 − 0�55)2 · 0�15 + (1 − 0�55)2 · 0�15 + (1 − 0�55)2 · 0�25 =
= 0�0605 + 0�045375 + 0�03025 + 0�030375 + 0�030375 +

+ 0�050625 = 0�2475.

���� ���� �����!	�	 �	����
��� ��"� ������	�
���� ��������
��� ������� ���������  ��������	� ���������# �������� X � ���
�����

D(X) =
∑

i

(xi − M(X))2pi.

$%&



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

���������

D(X) = (0 − 0�55)2 · 0�45 + (1 − 0�55)2 · 0�55 =
= 0�136125 + 0�111375 = 0�2475.

	
�����
� ������������ �������� D(Y )� ������������� ����
����
�� ����
�� �������� �����
����� ���������� ������
� Y 

 �������

D(Y ) =
∑

i

(yi − M(Y ))2pi.

���������

D(Y ) = (0 − 1)2 · 0�35 + (1 − 1)2 · 0�3 + (2 − 1)2 · 0�35 =
= 0�35 + 0 + 0�35 = 0�7.

������� �� !� �"�
 ����������� ���
 ������� #����
��� ����

��

� ����
�� p� $������������ X % ������� �����
�� Y % ����

���� �����&��

!���������  �
�'� �������� F (x, y) �������
�� ����������
������
� (X,Y )�

������������ (
������ �����
���)

P(X = 0/Y = 0) = 0; P(X = 1/Y = 0) = p;
P(X = 0/Y = 1) = 1 − p; P(X = 1/Y = 1) = 0.

!�������� �����'� �������� �����
����� ������� ���������&

������
 (X,Y ))

X
Y 0 1

0 0 p

1 1 − p 0

*�
�'� �������� �����
����� ������� ���������& ������


����
� ������ � ������ �����')

+,-



������� ��� ��������� �	
�����

F (x, y) x � 0 0 < x � 1 x > 1

y � 0 0 0 0

0 < y � 1 0 0 p

y > 1 0 1 − p 1

������� �� ������� ����	��
�� ��������� ������
 (X, Y ) �����

� �������� 	������� �����	
����� ������ ���

������� �

Y
X 4∑

i=1
pij−10 −8 −6 −4

10 0�023 0�027 0�05 0�1 0�2

20 0�05 0�1 0�025 0�025 0�2

30 0�05 0�05 0�025 0�025 0�15

40 0�027 0�023 0�05 0�35 0�45

4∑
j=1

pij 0�15 0�2 0�15 0�5
4∑

i=1

4∑
j=1

pij = 1

��������� ���������
� ������

� M(X) � M(Y )� ��	��
� ����
�	����
� �������

� σ(X) � σ(Y )� ��	������
�� ����
� cov(X, Y )�
��� ���!
� ��	�����" r(X,Y )� � ����# ����
� ���������
� ������
�

� M(X/Y = 40) � M(Y/X = −8)�

����������� $�����!�� �������
� ����
� 	������� X � Y %

X −10 −8 −6 −4

P 0�15 0�2 0�15 0�5
;

Y 10 20 30 40

P 0�2 0�2 0�15 0�45
.

��������� ���������
� ������

� ��  �	������

M(X) =
4∑

i=1

xipi, M(Y ) =
4∑

i=1

yipi.

��#��

M(X) = −1�5 − 1�6 − 0�9 − 2 = −5,

M(Y ) = 2 + 4 + 4�5 + 18 = 28�5.

&'(



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

������� ������	
��� ���
�����

σ(X) =
√

D(X),

�� D(X) � �
������� �
�������� ���
�
�
 X�

D(X) = (−10 + 5)2 · 0�15 + (−8 + 5)2 · 0�2 + (−6 + 5)2 · 0�15 +

+ (−4 + 5)2 · 0�5 = 6�2.

�	���

σ(X) =
√

6�2 ≈ 2�49.

���������� ���
������ D(Y ) � σ(Y )�

D(Y ) = (10 − 28�5)2 · 0�2 + (20 − 28�5)2 · 0�2 + (30 − 28�5)2 · 0�15 +

+ (40 − 28�5)2 · 0�45 = 136�4;

σ(Y ) =
√

136�4 ≈ 11�68.

�������� �
 �����	

cov(X,Y ) = M(XY ) − M(X)M(Y ),

��

M(XY ) =
∑

i

∑
j

xiyjpij =

= −2�3 − 80 · 0�027 − 60 · 0�05 − 40 · 0�1 −
− 200 · 0�05 − 160 · 0�1 − 120 · 0�025 −
− 80 · 0�025 − 30 · 0�05 − 240 · 0�05 −
− 180 · 0�025 − 120 · 0�025 − 400 · 0�027 −
− 320 · 0�023 − 240 · 0�05 − 160 · 0�35 =

= −149�62;
M(X)M(Y ) = −5 · 28�5 = −142�5.

�	���

cov(X,Y ) = −149�62 − (−142�5) = −7�12.

!"#



������� ��� ��������� �	
�����

���������� 	�
�����

r(X,Y ) =
cov(X,Y )
σ(X)σ(Y )

.

�����

r(X,Y ) =
−7�12

2�49 · 11�68
= −0�24.

��	���	� r(X,Y ) 
= 0� ������ �
����� �������	 �
� 	�
�������

����� �����	���� ������� X � Y �

��� ���������� M(X/Y = 40) � � ���  �����! ��	�� 
������� 

��� �����	��� �������� X �
� Y = 40� "������� #�� ��
� � 

P(X = xi/Y = yj) =
P(X = xi, Y = yj)

P(Y = yj)
,

�����

X −10 −8 −6 −4

P(X/Y = 40)
27

450

23

450

50

450

50

450

�

�����

M(X/Y = 40) =
4∑

i=1

xiP(X = xi/Y = 40) =

=
1

450
(−10 · 27 − 8 · 23 − 6 · 50 − 4 · 350) =

= −2154
450

≈ −4�79.

$����%���� ������#��� M(Y/X = −8)&

Y 10 20 30 40

P(Y/X = −8)
27

200

100

200

50

200

23

200

�

M(Y/X = −8) =
1

200
(270 + 2000 + 1500 + 920) =

4690
200

= 23�45.

'()



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

������� �� ������� ����	
���� ������ (X,Y ) ��� �������� ����
��	�� ������������

f(x, y) = a(xy + y2),

	� (x, y) ∈ D = {(x, y) : 0 � x � 1; 0�5x � y � x}�
������ �������� 
�������� a� ����������� ���	������ M(X) �

M(Y )� ����	�� 
��	������� ��	������ σ(X) � σ(Y )� 
����������
������ cov(X,Y ) � 
��������� 
������� r(X,Y )�

������������  �! ��	"�
��� 
�������� a� �
����������� ����
���
��������# ���������# ���
��� �������� �����	�� ������������

f(x, y)$∫∫
R2

f(x, y)dxdy = 1;

∫∫
D

a(xy + y2)dxdy = a

∫∫
D

(xy + y2)dxdy = a

1∫
0

x∫
0,5x

(xy + y2)dxdy =

= a

1∫
0

( x∫
0,5x

(xy + y2)dy

)
dx =

= a

1∫
0

(
xy2

2
+

y3

3

)∣∣∣∣x
0,5x

dx =

= a

1∫
0

(
x3

2
+

x3

3
− 0�25x3

2
− 0�125x3

3

)
dx =

= a

1∫
0

4x3

6
dx =

4a

6
· x4

4

∣∣∣∣1
0

=
a

6
,

���	
�
a

6
= 1,

%&'



������� ��� ��������� �	
�����

����

a = 6.

������	 f(x, y) ��
�� ������� ����

f(x, y) = 6(xy + y2).

����������� ��������� M(X) ������	��� �� �������	

M(X) =
∫∫
R2

xf(x, y)dxdy.

���������

M(X) =

1∫
0

x∫
0,5x

6x(xy + y2)dxdy = 6

1∫
0

( x∫
0,5x

(x2y + xy2)dy

)
dx =

= 6

1∫
0

(
x2y2

2
+

xy3

3

)∣∣∣∣x
0,5x

dx =

= 6

1∫
0

(
x4

2
+

x4

3
− 0�25x4

2
− 0�125x4

3

)
dx =

= 6

1∫
0

4
6
x4dx = 4 · x5

5

∣∣∣∣1
0

=
4
5

= 0, 8.

���������� ������	��� M(Y )�

M(Y ) =
∫∫
R2

yf(x, y)dxdy.

M(Y ) =

1∫
0

x∫
0,5x

6y(xy + y2)dxdy = 6

1∫
0

( x∫
0,5x

(xy2 + y3)dy

)
dx =

= 6

1∫
0

(
xy3

3
+

y4

4

)∣∣∣∣x
0,5x

dx =

  !



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

= 6

1∫
0

(
x4

3
+

x4

4
− 0�125x4

3
− 0�0625x4

4

)
dx =

= 6

1∫
0

6�3125
12

x4dx =
1
2
· 6�3125 · x5

5

∣∣∣∣1
0

= 0�63125.

������� ��	��	
���� ���������

σ(X) =
√

D(X),

�� D(X) ��������� ���	������ �������� X� ��	 ��������
��� �	

��������

D(X) =
∫∫
R2

x2f(x, y)dxdy − (M(X))2 .

�
���

D(X) = 6

1∫
0

x∫
0,5x

x2(xy + y2)dxdy − 0�64 =

= 6

1∫
0

(
x3y2

2
+

x2y3

3

)∣∣∣∣x
0,5x

dx − 0�64 =

= 6

1∫
0

(
x5

2
+

x5

3
− 0�25x5

2
− 0�125x5

3

)
dx − 0�64 =

=
4x6

6

∣∣∣∣1
0

− 0�64 =
2
3
− 0�64 =

2
75

;

σ(X) =

√
2
75

≈ 0�163.

��	�� ��� ���������� σ(Y )!

D(Y ) =
∫∫
R2

y2f(x, y)dxdy − (M(Y ))2 .

"""



������� ��� ��������� �	
�����

D(Y ) = 6

1∫
0

x∫
0�5x

y2(xy + y2)dxdy − 0�398 =

= 6

1∫
0

(
xy4

4
+

y5

5

)∣∣∣∣x
0,5x

dx − 0�398 =

= 6

1∫
0

(
x5

4
+

x5

5
− 0�0625x5

4
− 0�03125x5

5

)
dx − 0�398 ≈

≈ 0�428;

σ(X) =
√

0�428 ≈ 0�654.

��������	
�	 ����


cov(X,Y ) = M[(X − M(X))(Y − M(Y ))].

� �
������
��� ����

� �����

cov(X,Y ) =
∫∫
R2

xyf(x, y)dxdy − M(X)M(Y ) =

= 6

1∫
0

x∫
0�5x

xy(xy + y2)dxdy − 0�8 · 0�63125 =

= 6

1∫
0

(
x2y3

3
+

xy4

4

)∣∣∣∣x
0,5x

dx − 0�505 =

= 6

1∫
0

(
x5

3
+

x5

4
− 0�125x5

3
− 0�0625x5

4

)
dx − 0�505 =

=
6�3125

12
x6

∣∣∣∣1
0

− 0�505 ≈ 0�021.

�� ��������

r(X,Y ) =
cov(X,Y )
σ(X)σ(Y )

���



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

��������� ���	
�
�� �������
��

r(X,Y ) =
0�021

0�163 · 0�654
≈ 0�2.

�����

r(X,Y ) = 0�2,

� �� ������� �� ��������
 ������� X 
 Y ���������
�

������� �� ������� ���������� ������ (X,Y ) ��� �
���
�� 
������
� 
���
����� � ������


D = {(x, y) : x ∈ [0; 1], y ∈ [0; 1]}.

!� ������ ������
 D �
��
��� ������
�"  ���
����� ���
�#�

"�#�

!������� 	"��
# �
�����
 ������
�"  ���
����� f(x, y)� 
$
��%����" 	"��
# ������
�"  ���
����� F (x, y)�

������������ &
����
�� �� "���� �����
 � ��%�����" ��%���
 ��$

	����
���" 	"��
# f(x, y) ���� �������� ����

f(x, y) =

{
c, (x, y) ∈ D;
0, (x, y) /∈ D.

!� ��������������# �������
��#∫∫
R2

f(x, y)dxdy = 1


 ������"#��� �� �� ������ ������
 D �
��
��� ������
�"  ���
�$

���� ���
�#� "�#� ���� ��������∫∫
D

f(x, y)dxdy = 1.

''(
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�����

����������	 
��������	�
 ���	����� �
�����
 �	�	� ����� �	�	�
�����
���	� ���������� ����� ���	��� D 
 ���� � ��	!
��� !���
��
� f(x, y)� ���
���� ������
" #��
���� ������	 ���	����� �����
��� (X,Y ) �	 ������ �	�	�
 �	� �
����
���$ ������
�� �����������

��������	�
� ����	 ���	�
���	�� �	�� ����� ����������� �	�	���
���
���	� � �����
 ���� ������ ���������� OABC %���" &'(� ���
�
���� ������
"
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�

�
�

�
��

���

������

���������

������������

��������������

��������������

�����������

��������

�����
��

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

z

y

x

c

�

�

�

A B

C

B1

D

���� ��

)�����	 �
��
��	 BB1 * ������ ����������� �	�	�����
���	 *
���
���� ��	����� c � �	���
 !����
� +
������
 f(x, y)"

#���� ��������� � ����
� �
�,��	�� c�

V����� = 1.

#��
����

V����� = S��� · H,

�� S��� * ���+	 ������ �	�	�����
���	 %����������	 OABC(- H *

../



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

������ �����	�	�
�	�� �H = BB1 = c�

SOABC = AO · OC = 1 · 1 = 1;
V����� = 1 · BB1 = c.

���	�

c = 1.

�����
� f(x, y) ����� �������� ����

f(x, y) =

{
1, (x, y) ∈ D;
0, (x, y) /∈ D.

�� �����	���� �����
� ������
�� ����
�����


F (x, y) = P(X < x, Y < y).

�  	��	������� ����� ���� �	 ����
��
��! ����������� ����	��
���������" �	����� (X;Y ) � �	��
��	���� �������� � �	�#���� �
����
 (x; y) ����$ %&$
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�
�

�
�

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�

�

��
�

x

y
(x; y)

���� ��

'
����
��� �� ����� �����
 ��� x � 0 
 y � 0

F (x, y) = 0,

(()



������� ��� ��������� �	
�����

�������� �� 	���
 ���� f(x, y) = 0�
���� 0 < x � 1 � 0 < y � 1� 	� ��� ��������� F (x, y) ��������

�� ����	� ����� �������	���� �������������� � ����� OA′B′C ′

!���� "#$�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

F (x, y)

y

x

�

�

�

�

A B

C

A′
B′

C′

(x; y)

���� ��

%����&���� �� 	� B′ ��� ��������	� (x; y)� &���� ��� ����&���
������� ������ '&������ �� ����� �������	���� OA′B′C ′

SOA′B′C′ = xy.

(����� &�� �� ���	� �������������� ����� � �����)�� ��*�� ���
����	�� ��

F (x, y) = xy, ���� 0 < x � 1 � 0 < y � 1.

%��������� �� � ������ 0 < x � 1 � y > 1 !���� "+$ �����

F (x, y) = x,

,,-
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��

�
�
�

�
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�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�
�

��

�

x

y
(x; y)

�

� �

���� ��

� ��� x > 1 � 0 < y � 1 ����� �	


F (x, y) = y.

�

�

��

�
�

�

�
�

�
�

�
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�
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�
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�

��

��

�
�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�
�

�� �
x

y

(x; y)

�

� �

���� ��

��� x > 1 � y > 1 ����� ��
� ��

F (x, y) = 1,

�������� ����� ������������ �������������� � ���� �! OABC ��"
�� �!� �����#��

$$%
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�

�

��

��

�
�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�
�

��

�

x

y
(x; y)

�

� �

���� ��

��������� ����� 	�
����� ���	 ��� ����������� ������� �	�

����� ������������

F (x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x � 0 ��� y � 0;
x, 0 < x � 1 � y > 1;
y, x > 1 � 0 < y � 1;
xy, 0 < x � 1 � 0 < y � 1;
1, x > 1 � y > 1.

����� ����� �	������ ����� �������� �� ��� ���� �� �������
����! ��������� � 	�������� �� ��"� �	������� F (x, y) � �
���
������������ ���������

�# ��$� 0 < x � 1 � 0 < y � 1� ��

F (x, y) = P(X < x, Y < y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

f(x, y)dxdy =

=

0∫
−∞

0∫
−∞

0dxdy +

x∫
0

y∫
0

1dxdy =

x∫
0

y∫
0

dxdy = xy;

%%&



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

�� ���� 0 < x � 1 � y > 1� ��

F (x, y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

f(x, y)dxdy =

0∫
−∞

0∫
−∞

0dxdy +

x∫
0

y∫
0

f(x, y)dxdy =

=

x∫
0

1∫
0

1dxdy +

x∫
0

y∫
1

0dxdy =

x∫
0

1∫
0

dxdy = x;

	� ���� x > 1 � 0 < y � 1� �� 
�
������ ���������

F (x, y) =

1∫
0

y∫
0

dxdy = y;

� ���� x > 1 � y > 1� ��

F (x, y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

f(x, y)dxdy =

=

0∫
−∞

0∫
−∞

0dxdy +

1∫
0

1∫
0

1dxdy +

x∫
1

y∫
1

0dxdy = 1,

�� � ����	������ ��
	�������� ����������� ���	������

������� �� ������
 	��
���	�� 	������ (X,Y ) �
� ��	��������
�������� ���	�������� 	 ���
���

D = {(x, y) : |x| + |y| � 1}.

 
 ���
�� ���
��� D ��������� ��������� ���	�������� ����	�!�
���!�

 
���
�� 	��
�� ��� ��"����#�
����$ "���#�$ ��������� f(x, y)
�
 �����
����$ "���#�$ F (x, y)�

%%&



������� ��� ��������� �	
�����

����������� ������� D � �	�
���� ABCD � 	������� �� ����
����
���� ����� ����

A(1; 0), B(0; 1), C(−1; 0), D(0;−1).

�

�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

��

�
�

�
�

��

�
�

�
�

��
x

y

A

B

C

D

�

���� ��

�������� 	 ���� ������� D �����
�� ��	�������� ��	��������
 ��!����� 	�!��
� " ��#�� $�������� ���������� ����

f(x, y) =

{
c, (x, y) ∈ D;
0, (x, y) /∈ D.

%��&���� c 	����&��� 	��������	 '&� ������������&� 	�����(
	���� " ��#�) $�������� f(x, y)� � ����∫∫

R2

f(x, y)dxdy = 1.

*�� 
���!� ������
 ���� ��������∫∫
D

cdxdy = 1.

+����	 '&� ��	��������� �����
�� �� !������&� ����������(
#�' ��������!� ����!����� ���&���� c ����
�� �� 
�	��� 	�����

�,-



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

����������	� �
�
��������
� ������� ���	� � ��
��
� ABCD�

V����� = SABCD · H, H =
V�����
SABCD

.

�������

SABCD = AB · CD =
√

2 ·
√

2 = 2,

��

c = H =
1
2
.

����� ������ f(x, y) �
� ��	���

f(x, y) =

⎧⎨
⎩

1
2
, (x, y) ∈ D;

0, (x, y) /∈ D.

������ F (x, y) ����
�
������� ����
����� �
 ���
����� ����
	�
����� ������ ��������  ��������� 

F (x, y) = P(X < x, Y < y)

 	��������� �����
���� ���!��
� � ���� ���� ���	�
�
��"
#�$ �����
�� ���
� ������ F (x, y)� ���$%��� ���	������ �
�

�
�
��� ����&���� ����� f(x, y) ������� �$�
�� D�
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�� x � 0� y � 0� x + y > −1
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�� −1 < x � 0� x − y � −1

�

�

��

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

��

�
�
��

�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

��

�
�

�
�

��

�
�

�
�

��

�
�

�
�

��
x

y

�

�

−1

−1

�

L(x, y)

T

P

C F
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�� x � 1� y � 1� x + y > 1
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������� ��� ��������� �	
�����

��������� 	� 
 ������� ��� �� � ��

F (x, y) = 0,

������ ������ � 
����� ������ ���� ������ ������� D

f(x, y) = 0

� ����� ������� ������� D �� ����������� ��������� �� ���������
������
 �� ���� 	�� �������� ����� F (x, y) 
 �����
 ��� ��������� �����

��������� ���� K �������� ��!�� �����" ������ � �������MKS

� �������
1
2
#

V������ = SMKS · H.

$������� �����" MS ��� ������ −x − y = 1� ��� y = −x − 1�
%	� (x, y) & ��������� ���� K� �� ������
 ������� KS �����
���'�� � �����(� �������� ���� S � K� �����

KS = y − (−x − 1) = x + y + 1.

������ MK = KS� ��

SMKS =
1
2
· MK · KS =

(x + y + 1)2

2
.

�����

V������ =
(x + y + 1)2

2
· 1
2

=
(x + y + 1)2

4
.

��������� ��� �����
 �� )
�(�� F (x, y) ��� ������

F (x, y) =
(x + y + 1)2

4
.

* �����
 �� ��������� ��������� ��!�� �����" ������ � �����

��� KNCS � �������
1
2
� �������+� '��� ����� ��������� (x, y)

,-.



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

����� K� ��� 	
��� �������� ������ KNCS �� ���� LKNC � CLS�
������� ������� LS = LC �������������� ����������

LC = x − (−1) = x + 1.

�����

SCLB =
1
2
(x + 1)(x + 1) =

(x + 1)2

2
.

������ CLKN � �����	��  �!������

CL = x + 1, KN = x − y + 1

"������!���� �������� �����# CB� −x + y = 1 � ��$ ����� %� �����
N �������
 �����$ CB& � ��!��� KL = y� '��(��� �� ��������
�����

SCLKN =
x + 1 + x − y + 1

2
· y =

2x − y + 2
2

· y;

V������ =
1
2
·
(

(x + 1)2

2
+

2xy − y2 + 2y

2

)
=

=
1
4
(
(x + 1)2 + 2y(x + 1) − y2

)
=

=
1
4
(
(x + y + 1)2 − 2y2

)
.

����� ��� ������� �& ����	�� F (x, y) ��� ������

F (x, y) =
1
4
(
(x + y + 1)2 − 2y2

)
.

)����� ���������� !����	�� � � ������� �&� *��%� ������ KNSD
����!� ��
!� �� !��� ���% ����� KNRD � DRS� *�� 	
��� ����+
��!���� �
!� ���������� ����� N(x, y)� �������� �����# AD� x −
− y = 1� ���� �������!�� ����� K �����$ AD � ��� %� SDR ,
������������$ ���������� � DRNK , �����	���

SDRS =
1
2
· DR · RS, DR = RS, DR = y + 1.

-./



������� ��� ��������� �	
�����

�����

SDRS =
(y + 1)2

2
.

SDRNK =
NK + RD

2
·NR, RD = y+1, NK = y−x+1, NR = x.

�����

SDRNK =
y − x + 1 + y + 1

2
· x =

2y + 2 − x

2
· x;

V������ =
1
2
·
(

(y + 1)2

2
+

2y + 2 − x

2
· x

)
=

=
1
4
(
(y + 1)2 + 2xy + 2x − x2

)
=

1
4
(
(x + y + 1)2 − 2x2

)
.

�������	� 
�� ���
�� �� ���� ��	���� F (x, y) ���	� ��������
����

F (x, y) =
1
4
(
(x + y + 1)2 − 2x2

)
.

������
���� ���
�� ��� 	��� �
	� �	�!�� ��"�� ������ � ��	�#
�� CPT $ %�� �&��� '���	�! ��"�� ������	� ������� ����� ����#

�	��� (x, y) ����� L$ �����&��

SCPT =
1
2
CF ·PT, CF = x+1, TP = 2TF = 2CF = 2(x+1),

���(� ������	��� CPT

SCPT =
1
2
(x + 1) · 2(x + 1) = (x + 1)2.

�����

V������ =
1
2
(x + 1)2.

)���� F (x, y) 
�� ���
�� �� ��
� ������

F (x, y) =
(x + 1)2

2
.

*+,



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

���������� �	
���� � �	����� ��� �	�� x � y ����
�� ����	�

F (x, y) =
(y + 1)2

2
.

�� 
��� ��� ���	��
	 �	��� ������ F (x, y) � �	����� ��� ��!
��"���� �	���	
	 ����� �����	 MNKSCD ����� �����	��
	 (x, y)

���	 R# $�������� ����� ���	��	�� � ����	�� ���� ������
�	!
�� ABCD � ���" 
�	��
�	��� AMN � KBS�

SABCD = 2,

SANM =
1
2
· (1 − x) · 2(1 − x) = (1 − x)2,

SKBS =
1
2
· (1 − y) · 2(1 − y) = (1 − y)2;

SMNKSCD = 2 − (1 − x)2 − (1 − y)2.

%�&'� ���� ��	��	 � ������� MNKSCD

V������ =
1
2
· SMNKSCD.

%
(�� � �	����� ��

F (x, y) =
1
2
(2 − (1 − x)2 − (1 − y)2) = x + y − 1

2
(x2 + y2).

) �	����� (� ����"���� ���	��	
	 ��&'� ���� ��	��	 � ����!
��� LKNCD ����� �����	��
	 (x, y) 
���	 K# �� ����� ���*����
����� �����	 LKNCD� ����	��	   �� 
�	 ���
	�	� LKRD� ORNC
� OCD�

SLKRD =
y + 1 + y − x + 1

2
· x =

2y + 2 − x

2
· x,

SORNC =
1 − y + 1

2
· y =

2 − y

2
· y,

SOCD =
1
2
· 1 · 1 =

1
2
;

+,-



������� ��� ��������� �	
�����

SLKNCD =
2y + 2 − x

2
· x +

2 − y

2
· y +

1
2

=

=
1
2
(2xy + 2x − x2 + 2y − y2 + 1) = x + y − (x − y)2

2
+

1
2
.

����� �����	 ��
��
 � ������ LKNCD

V������ =
1
2
SLKNCD.

����� � �
����� ��

F (x, y) =
x + y

2
− (x − y)2

4
+

1
4
.

� �
����� 
� ������� ���
��
�
 ����� �����	 ��
��
 � ������
NBCDM ����� �����
��
 (x, y) ����
 R� ���  !�"� ��#���� ���$
%� &�"��
 NBCDM �� ���
 � ���% �������� ABCD � ��
���
��
ANM '

SABCD = 2,

SANM = (1 − x)2;

SNBCDM = 2 − (1 − x)2.

����� �����	 ��
��
 � ������ NBCDM

V������ =
1
2
SNBCDM .

����� � �
����� 
�

F (x, y) = 1 − (1 − x)2

2
.

(���"��� �
��� �� � �
����� ��� �
)� x � y �����!�� �����
'

F (x, y) = 1 − (1 − y)2

2
.

����
��� %� ��� �
����� 
�

x > 1, y > 1

&�� �� ��������� #���������# F (x, y) ������� ��

 ��

*+,



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

������� �� ������� ���	�
��� 
��
���� ��
���
���� ������� ���

����
��� ������� (X,Y ) ��� ������

f(x, y) = ae−2x2+xy−y2
,

�� x ∈ R � y ∈ R�

��������� �
������� a� ������ f(x)� f(y)� f(x/y)� f(y/x)�  !�
������� ����������� ��
�������M(X)� M(Y )� �
�"������ �
�����#
r(X,Y )� �$������� �� �
��	
���� ������
�� �������� X � Y �

������������ �������� �
������� a 
!������
� ���
���
��%�� ���
����������� ����������	 "�����# ���	�
���&∫∫

R2

f(x, y)dxdy = 1.

' ��(
�� �������∫∫
R2

f(x, y)dxdy =
∫∫
R2

ae−2x2+xy−y2
dxdy = a

∫∫
R2

e−2x2+xy−y2
dxdy =

= a

∫∫
R2

e−2x2 · e−(y2−xy)dxdy =

= a

∫∫
R2

e−2x2 · e−(y2−2· 12 xy+ x2
4 − x2

4 )dxdy =

= a

∫∫
R2

e−2x2 · e−(y− 1
2 x)2

+ x2
4 dxdy =

= a

∫∫
R2

e−2x2 · e x2
4 · e−(y− x

2 )2

dxdy =

= a

+∞∫
−∞

e−
7
4 x2

dx ·
+∞∫

−∞
e−(y− x

2 )2

d
(
y − x

2

)
︸ ︷︷ ︸
=
√

π, �� �������	 
������

=

)*+



������� ��� ��������� �	
�����

= a
√

π

+∞∫
−∞

e−
7
4 x2

dx =

= a
√

π · 2√
7

+∞∫
−∞

e−
( √

7x
2

)2

d

(√
7x

2

)
=

=
2a

√
π√

7

+∞∫
−∞

e−u2
du =

2a
√

π√
7

√
π =

2aπ√
7

.

�����

a · 2π√
7

= 1,

����	


a =
√

7
2π

.

��	��� �������� ��� �
����

f(x, y) =
√

7
2π

e−2x2+xy−y2
, x ∈ R, y ∈ R.

��� ���� ��� ����
 ��	��� �������� ��������� �����������

�
���	��� ���
!

 X� �	��
�������� ��������

f(x) =

+∞∫
−∞

f(x, y)dy.

�����

f(x) =

+∞∫
−∞

√
7

2π
e−2x2+xy−y2

dy =
√

7
2π

e−2x2

+∞∫
−∞

e−
(

y2−2y· 12 x+ x2
4 − x2

4

)
dy =

=
√

7
2π

e−2x2

+∞∫
−∞

e−(y− x
2 )2 · e x2

4 dy =
√

7
2π

e−2x2 · e x2
4

+∞∫
−∞

e−u2
du =

"#$



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

=
√

7
2π

e−
7x2
4
√

π =
√

7
2
√

π
e−

7x2
4 .

���������� �	
������� ������ f(y)�

f(y) =

+∞∫
−∞

f(x, y)dx =
√

7
2π

+∞∫
−∞

e−2x2+xy−y2
dx =

=
√

7
2π

+∞∫
−∞

e−2x2+xy · e−y2
dx =

√
7

2π
e−y2

+∞∫
−∞

e−(−2x2−xy)dx =

=
√

7
2π

e−y2

+∞∫
−∞

e−
(
−√

2x− y

2
√

2

)2
+ y2

8 dx =

=
√

7
2π

e−y2

+∞∫
−∞

e−
(
−√

2x− y

2
√

2

)2

· e y2

8 dx =

=
√

7
2π

e−
7y2

8 · 1√
2

+∞∫
−∞

e−
(
−√

2x− y

2
√

2

)2

d
(
−
√

2x − y

2
√

2

)
=

=
√

7
2
√

2π
e−

7y2

8 · √π =
√

7
2
√

2π
e−

7y2

8 .

��� 
���������� f(x/y) �	���	������ ������

f(x/y) =
f(x, y)
f(y)

.

�����

f(x/y) =

√
7

2π e−2x2+xy−y2

√
7

2
√

2π
e−

7y2
8

=

√
2
π

e−2x2+xy− y2

8 .

���



������� ��� ��������� �	
�����

���������� �	
���� f(y/x)

f(y/x) =
f(x, y)
f(x)

=

√
7

2π e−2x2+xy−y2

√
7

2
√

π
e−

7x2
4

=
1√
π

e−
x2
4 +xy−y2

.

��������� ����������� ���������� M(X)

M(X) =

+∞∫
−∞

xf(x)dx =

+∞∫
−∞

x

√
7

2
√

π
e−

7x2
4 dx =

√
7

2
√

π

+∞∫
−∞

xe−
7x2
4 dx =

=
√

7
2
√

π

+∞∫
−∞

xe−
( √

7x
2

)2

dx =

=
√

7
2
√

π

( 0∫
−∞

xe−
( √

7x
2

)2

dx +

+∞∫
0

xe−
( √

7x
2

)2

dx

)
=

=
√

7
2
√

π

(
lim

A→−∞

0∫
A

xe−
( √

7x
2

)2

dx + lim
A→+∞

A∫
0

xe−
( √

7x
2

)2

dx

)
= 0.

���������� ���������� M(Y )

M(Y ) =

+∞∫
−∞

yf(y)dy =

+∞∫
−∞

y

√
7

2
√

2π
e−

7y2

8 dy =
√

7
2
√

2π

+∞∫
−∞

ye−
7y2

8 dy = 0.

�����

M(X) = M(Y ) = 0.

���������� 
��������

r(X,Y ) =
cov(X,Y )
σ(X)σ(Y )

.

 !"



������ �� ������� ���	 ��
������	 ������

�������� ��	�
���� cov(X,Y )�

cov(X,Y ) =
∫∫
R2

(x − M(X))(y − M(Y ))f(x, y)dxdy =

=
∫∫
R2

xy ·
√

7
2π

e−2x2+xy−y2
dxdy =

=
√

7
2π

∫∫
R2

xe−
7
4 x2 · ye−(y− 1

2 x)2

dxdy =

=
√

7
2π

+∞∫
−∞

xe−
7
4 x2

dx ·
+∞∫

−∞
ye−(y− x

2 )2

dy =
√

7
2π

· 0 = 0,

�����

r(X,Y ) = 0,

�� ������� ����
����	������ 	������	�� 	������ X � Y �

������ �� ������	 


������ �� ������� 	������	�� 	������ (X,Y ) ��� 
�	����
��� 
���
����� ���	�
������ 	 ������� D� ���� ��� ������ ��������� 
�����

���� ���	�
������ ������� 	������	�� 	������ ��
�	�� ����

�������� ����������� 	�
�� �� !�����" 
�������� ���	�
������

F (x, y) � !�����" ��������� f(x, y)� #�������� M(X)$ M(Y )$  ���

D = {(x, y) : x ∈ [−1; 1], y ∈ [−1; 1]}.

����	
���� F (x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x � −1 ��� y � −1;
1
4
(x + 1)(y + 1), (x, y) ∈ D;

1
2
(y + 1), x > 1 � −1 < y � 1;

1
2
(x + 1), y > 1 � −1 < x � 1;

1, x > 1 � y > 1,

%&&



������� ��� ��������� �	
�����

f(x, y) =

⎧⎨
⎩

1
4
, (x, y) ∈ D;

0, (x, y) /∈ D,
M(X) = 0� M(Y ) = 0�

������ �� ������� 	��
����� ����	
��� ������� ��	��� ������
��� �����	��� ������ ���

������� �

Y
X 4∑

i=1
pij

5 10 15 20

−10 0�012 0�038 0�2 0�1 0�35

−8 0�038 0�012 0�05 0�05 0�15

−6 0�05 0�05 0�012 0�038 0�15

−4 0�1 0�2 0�038 0�012 0�35

4∑
j=1

pij 0�2 0�3 0�3 0�2
4∑

i=1

4∑
j=1

pij = 1

��������� ����������� ���	������ M(X)� M(Y )� ����	�� 
���
	������� ��	������ σ(X)� σ(Y )� 
�� ������ 
�������! r(X, Y )� �����
�� ����������� ���	������ M(X/Y = −8)� M(Y/X = 5)�

����	
���� M(X) = 12�5" M(Y ) = −7" σ(X) = 5�12" σ(Y ) = 2�57"
r(X,Y ) = −0�513" M(X/Y = −8) = 13�73" M(Y/X = 5) = −5�62�

������ �� #��$����$ �����	��� %����������% ������� ����	
���
������� (X,Y ) ��� ��&��	

f(x, y) = ae−4x2−6xy−10y2
, x ∈ R, y ∈ R.

'��%�� a� M(X)� M(Y )� σ(X)� σ(Y )� r(X, Y )�

����	
���� a =
√

31
π
� M(X) = 0� M(Y ) = 0� σ(X) =

5
31
� σ(Y ) =

2
31
�

r(X,Y ) = 0�

()�



������ ��� ������� ��	
����� �������

������ ��� 	
���� ���������� �������

����� ξ � ����	
��� �������� ��������� � 	��
�� ������������ �
��
����������� y = ϕ(ξ) � ������ ���
���� �
� ��	�������� ��
� ���
�����

• ���
��� y = ϕ(x) �������� 	�� ���� ������� �
�� �� ����
����	
��� ������� ξ!

• 	�� 	��������� ������� y0 ∈ R ��"�� � ������ �����������
P(ξ ∈ ϕ−1(y0))� 	�

ϕ−1(y0) = {x : ϕ(x) = y0},
�� �� ϕ−1(y0) � ������ ���� ��� ���
��# ϕ � ���� y0$

%�	� η = ϕ(ξ) � ����	
��� �������� �
� �� ���� ������� ���
��"�� ��	 ����� �
��� ������� �� ��� ����	
��� ������� ξ$ &
'�
� ���������� �
���������� ����	
��� ������� ξ �� ���� �������
ξ0� �� ����	
��� ������� η �� ���� ������� η0 = ϕ(ξ0)$

&
'� ξ � 	��
����� ����	
��� ������� � ��	�� �����	���

ξ x1 x2 · · · xn

P p1 p2 · · · pn

,

�� ����	
��� ������� η = ϕ(ξ) � 	��
����� ����	
��� ������� �
��	�� �����	���

η y1 y2 · · · yn

P p1 p2 · · · pn

,

	� y1 = ϕ(x1)� y2 = ϕ(x2)� . . .� yn = ϕ(xn)$ &
'� 	��
� ������� yi �
yj (i 
= j) ����� ��" �� �*� �� � ��	 �����	��� ������*�� �� �������
��+� �	�� ���� � ������������ '� ���� ��	����	��� 	�����*� pi + pj $

&
'� ξ � ���������� ����	
��� �������� �� ����	
��� ������
�� η = ϕ(ξ) ��"��

�)  ��� 	��
�����* ����	
���* �������* (�
'� y = ϕ(x) �
���������� ���
���� �� �� �������� ���
���� �
� �� ���� ��
 ���+ �
 ������� 
���
���� ������)!

,-.



������� ��� ��������� �	
�����

�� ���� �������	�
� 	����
	
� 	������
�� ���
 y = ϕ(x) �
�������	�� ������� ��� �����	���	 ����
����

	� �� ���� ��� �������
�� ��� �������	�
� 	����
	
� 	������
�
� ����� 	����
	� 	������� ����	������ 	����
	��� 	����
������ ������
 
 �����!

" 	����� �� 	����
	� 	������� η ����	�# ������� y1� y2� . . . �
��
	���
�����

q1 = P(ξ ∈ ϕ−1(y1)), q2 = P(ξ ∈ ϕ−1(y2)), . . . .

" 	����� �� �� 
	����
 
 �����	��� (a; b) �� ��#�
 	��������
�
	��$ ��

����

ϕ−1((a; b)) = {x : ϕ(x) ∈ (a; b)}
� $�
	�������

P(η ∈ (a; b)) = P(ξ ∈ ϕ−1((a, b))).

%������ �
��
��� 	����
	
& 	������� η ��# 	� ��

Gη(y) = P(η < y) = P(ξ ∈ ϕ−1((−∞; y))) =
∫

Dy

fξ(x)dx,

�
Dy = ϕ−1((−∞; y)) = {x : ϕ(x) < y},

fξ(x) � ��������� �
��
��� $�
	���
���$ 	����
	
& 	������� ξ!
'��
 ξ � ���
����
 �������	�� 	����
	� 	������� �� �������

��� fξ(x) � y = ϕ(x) � ��������$
	��� ���
 
 �
�
�
��� �������
� 
������
� ������#� x = ψ(y)� �
 ��������� �
��
��� g(y) 	����
�
	
& 	������� η 	������#���� � ��	�
���

gη(y) = fξ(ψ(y)) · |ψ′(y)|.
(�� ��
�� ������� �
��
��� Gη(y) 
������#���� �� �
����
�

Gη(y) =

y∫
−∞

gη(u)du.

)*+



������ ��� ������� ��	
����� �������

������� �� ��������� ��	�
��� ξ ������ ���� ������	�

ξ −2 −1 0 1 2 3

P
1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

�

������ ��� ������	� ����� ���������� ��	�
���

�� η = 2ξ�

�� ζ = ξ2�

�������
���� �� �������� ���	��� ���
���� ���������� ��	�
���
η = 2ξ�

η1 = 2 · (−2) = −4; η2 = 2 · (−1) = −2; η3 = 2 · 0 = 0;
η4 = 2 · 1 = 2; η5 = 2 · 2 = 4; η6 = 2 · 3 = 6.

������ ���
����� ���������� ��	�
��� ξ ������������ ���� ��� 

���� ���������� ��	�
��� η� !���" �� ������	� ���������� ��	� 

��� η ��# ��$	��

η −4 −2 0 2 4 6

P
1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

�

�� �������� ���	��� ���
���� ���������� ��	�
��� ζ = ξ2�

ζ1 = (−2)2 = 4; ζ2 = (−1)2 = 1; ζ3 = 02 = 0;

ζ4 = 12 = 1; ζ5 = 22 = 4; ζ6 = 32 = 9.

!%��	���

ζ1 = ζ5, ζ2 = ζ4,

�� �� ������	� ���������� ��	�
��� η ��# ����� ��$	���

η 0 1 4 9

P
1

6

1

6
+

1

6
=

1

3

1

6
+

1

6
=

1

3

1

6

�

&'(



������� ��� ��������� �	
�����

������� �� ��������� ��	�
��� ξ �� ����������� �������	 �� ����
����� [0; 9]� ������ ����� �������	� ���������� ��	�
��� η = = ϕ(ξ)�
�����

�� ϕ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, x � 1;
5, 1 < x � 6;
7, 6 < x � 9;
2002, x > 9;

�� ϕ(x) =
√

x�

�� ϕ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, x � 0;

x2, 0 < x � 2;
4, 2 < x � 6;
x − 2, x > 6.

����������� �� � ��	!�� ���"��� ���
��! #���$�� y = ϕ(x)  �	��
���! � 	�%� � 
����!�& 
� �	� �� ��������� ��	�
��� η �� ������
� ��"	����� ���
������ '� (� )� *''* � �������� ����� �� �� ������
����+�!�

P(η = 0) = P(ξ ∈ ϕ−1(0)) = P(ξ ∈ (−∞; 1]);

P(η = 5) = P(ξ ∈ ϕ−1(5)) = P(ξ ∈ (1; 6]);

P(η = 7) = P(ξ ∈ ϕ−1(7)) = P(ξ ∈ (6; 9]);

P(η = 2002) = P(ξ ∈ ϕ−1(2002)) = P(ξ ∈ (9; +∞)).

� ��	!�� ��������� ��	�
��� ξ �� ����������� �������	 �� [0; 9]�
�� �� #���$�� �������	�

Fξ(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, x � 0;
x

9
, 0 < x � 9;

1, x > 9.

���� � ���������

P(ξ ∈ (−∞; 1]) = Fξ(1) − Fξ(−∞) =
1
9
− 0 =

1
9
;

,-.



������ ��� ������� ��	
����� �������

P(ξ ∈ (1; 6]) = Fξ(6) − Fξ(1) =
6
9
− 1

9
=

5
9
;

P(ξ ∈ (6; 9]) = Fξ(9) − Fξ(6) =
9
9
− 6

9
=

3
9

=
1
3
;

P(ξ ∈ (9;+∞)) = Fξ(+∞) − Fξ(9) = 1 − 9
9

= 0.

����� ��� ��	
���� ��
������� �������� η ��� ������

η 0 5 7

P
1

9

5

9

1

3

�

�� �������� 0 � ξ � 9� �� 0 �
√

ξ � 3� ������ y =
√

x �� ������
���� [0; 9] � ������ 	����� �� ��!������"����� � ��� ��
������
�������� η = ϕ(ξ) ��� ��
�������" ��	
����� 
����� #��������
gη(y) ����� ��	
���� 	���������� ��������

gη(y) = fξ(ψ(y)) · |ψ′(y)|,
�� fξ(·) $ #�������� ��	
���� "����������" ��
������� �������� ξ%

fξ(x) =

⎧⎨
⎩

0, x /∈ [0; 9];
1
9
, x ∈ [0; 9],

ψ(·) $ !������ �������� �� !����� y =
√

x� �����

ψ(y) = y2; ψ′(y) = 2y (
�� 0 � y � 3).

&���

gη(y) =

⎧⎨
⎩

0, y /∈ [0; 3];
1
9
· 2y =

2
9
y, y ∈ [0; 3].

������ ��	
���� Gη(y) ��
������� �������� η ��� ������

Gη(y) =

y∫
−∞

g(u)du =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, y � 0;

y2

9
, 0 < y � 3;

1, y > 3.

'()



������� ��� ��������� �	
�����

�� ������� y = ϕ(x) 	 �
�
�
���� � �
������� ������ ���
�����
� �� ���� ���

�

�
�

�

�

y

� � � x

�
�

�
�

�
�

�

���� ��

������ �������� [0; 9] ��� �������
��� y = ϕ(x) 	 ������� [0; 7]�
����� �� ξ ������
�� �� [0; 9]� ! �������� �
��"��� η ������
#
�� �� [0; 7]� $�% y0 
= 4 � y0 ∈ [0; 7]� ! ������� !"�� y0 	 	����
!"�� x0 ∈ [0; 9]� &��

P(η = y0) = P(ξ = x0 = ϕ−1(y0)) = 0, y0 
= 4.

$�% y0 = 4� ! ϕ−1(4) = [2; 6]� &��

P(η = 4) = P(ξ ∈ [2; 6]) = Fξ(6) − Fξ(2) =
6
9
− 2

9
=

4
9
.

$�% y ∈ [0; 4)� !

y = ϕ(x) = x2 � x = ψ(y) =
√

y (0 � y < 4), |ψ′(y)| =
1

2
√

y
.

����� ��
gη(y) = fξ(ψ(y)) · |ψ′(y)|,

�


fξ(x) =

⎧⎨
⎩

0, x /∈ [0; 9];
1
9
, x ∈ [0; 9],

'()



������ ��� ������� ��	
����� �������

��

gη(y) =
1
9
· 1
2
√

y
=

1
18
√

y

��� y ∈ [0; 4)�
���� y ∈ (4; 7]	 ��

y = ϕ(x) = x − 2.


���

x = ψ(y) = y + 2, |ψ′(y)| = 1

�

gη(y) = fξ(ψ(y)) · |ψ′(y)| =
1
9
· 1 =

1
9
.

���	

gη(y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, y /∈ [0; 7];
1

18
√

y
, y ∈ [0; 4);

�� �����, y = 4;
1
9
, y ∈ (4; 7],

Gη(y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, y � 0;
y∫

0

du

18
√

u
, 0 < y � 4;

4∫
0

du

18
√

u
+ P(y = 4) +

y∫
4

1
9
du, 4 < y � 7;

1, y > 7;

=

���



������� ��� ��������� �	
�����

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, y � 0;√
y

9
, 0 < y � 4;

y + 2
9

, 4 < y � 7;

1, y > 7.

������ ������	 Gη(y) 
������� �� ���� ���

�

�
�

2
9

2
3

�

Gη(y)

� � x









�

��

���� ��

������ �� ������	 
�

������ �� ��������� �������� ξ ��� ����� ��� ��
�������

ξ 1 2 3 4

P 0�1 0�2 0�3 0�4
.

���������� ��� ��
������ ���������	 �������� η ��!��
�" η = ξ + 5#
�" η = |ξ − 2|�

����	
���� �"
η 6 7 8 9

P 0�1 0�2 0�3 0�4
# �"

η 0 1 2

P 0�2 0�4 0�4
�

$%&



������ ��� ������� ��	
����� �������

������ �� ��������� ��	�
��� ξ �� ����� ��� �������	��

ξ 0
π

4

π

2

3π

4
π

P 0�2 0�2 0�2 0�2 0�2
�

���������� ��� �������	� ���������� ��	�
��� X� �����
�� X = sin(2ξ)�

�� X =
4ξ

π
�

����	
���� ��
X −1 0 1

P 0�2 0�6 0�2
� ��

X 0 1 2 3 4

P 0�2 0�2 0�2 0�2 0�2
�

������ �� ��������� ��	�
��� X �� ����� ��� �������	��

X −3 −2 −1 0 1 2

P 0�25 0�05 0�2 0�1 0�3 0�1
.

���������� ��� �������	� ���������� ��	�
��� Y � �����
�� Y = X3�
�� Y = |X|�

����	
���� ��
Y −27 −8 −1 0 1 8

P 0�25 0�05 0�2 0�1 0�3 0�1
�

��
Y 0 1 2 3

P 0�1 0�5 0�15 0�25
�

������ � ��������� ��	�
��� X �� ����� ��� �������	��

X −9 −4 −1 0 1 4 9 16

P
1

8

1

8

1

8

1

8

1

8

1

8

1

8

1

8

�

���������� ��� �������	� ���������� ��	�
��� Y � �����
�� Y =

√|X|�
�� Y = 2X + 1�

�� 



������� ��� ��������� �	
�����

���������� ��
Y 0 1 2 3 4

P
1

8

1

4

1

4

1

4

1

8

�

��
Y −17 −7 −1 1 3 9 19 33

P
1

8

1

8

1

8

1

8

1

8

1

8

1

8

1

8

�

�	�	
	 �� �����	
�� ������� ξ ����
����
 �
��
����� �� ������	�
[0; 4]� ������ �
��
�� �����	
�
� ������� X = [ξ]� �� [a] 
������
��� ������� ���� a�

����������
X 0 1 2 3

P
1

4

1

4

1

4

1

4

�

�	�	
	 �� �����	
�� ������� ξ ����
����
 �
��
����� �� ������	�
[−5; 5]� ������ �
��
�� �����	
�
� ������� X = ϕ(ξ)� �	�


ϕ(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

3, x � 0;
7, 0 < x � 2;
11, x > 2.

����������
X 3 7 11

P
1

2

1

5

3

10

�

�	�	
	 � �����	
�� ������� ξ ����
����
 �
��
����� �� ������	�
[0; 2]� ������ �������� �  ��	��! �
��
��� �����	
�
� �������
X = ξ2�

���������� f(x) =

⎧⎨
⎩

1
4
√

x
, x ∈ [0; 4];

0, x /∈ [0; 4],
F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, x � 0;√
x

2
, 0 < x � 4;

1, x > 4.

�	�	
	 �� �����	
�� ������� ξ ����
����
 �
��
����� �� ������	�
[1; 10]� ������ �������� �  ��	��! �
��
��� �����	
�
� �������
X =

√
ξ − 1�

"##



������ ��� ������� ��	
����� �������

���������� f(x) =

⎧⎨
⎩

2x

9
, x ∈ [0; 3];

0, x /∈ [0; 3],
F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, x � 0;

x2

9
, 0 < x � 3;

1, x > 3.

�	�	
	 �� ��������� ��	�
��� ξ �� ���� ��	������ �������	��

f(x) =
1

π(1 + x2)
.

������ ��	������ �������	� ���������� ��	�
��� X =
1
ξ
�

���������� f(x) =
1

π(1 + x2)
�

�	�	
	 �� ��������� ��	�
��� ξ �� ���� ��	������ �������	��

f(x) =

{
xe−

x2
2 , x > 0;

0, x � 0.

������ ��	������ �������	� ���������� ��	�
��� X = e−ξ2
�

���������� f(x) =

⎧⎨
⎩

1
2
√

x
, x ∈ [0; 1];

0, x /∈ [0; 1].

�	�	
	 ��� ��������� ��	�
��� ξ �� ���� ��	������ �������	��

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

sin x, x ∈
[
0;

π

2

]
;

0, x /∈
[
0;

π

2

]
.

������ ��	������ �������	� ���������� ��	�
��� X = ξ4�

���������� f(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

sin 4
√

x

4 4
√

x3
, x ∈

[
0;

π4

16

]
;

0, x /∈
[
0;

π4

16

]
.

���



������� ��� ��������� �	
�����

������ ��� ��������� ��	�
��� ξ �� ���� ��	������ �������	��

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1
2

cos x, x ∈
[
−π

2
;
π

2

]
;

0, x /∈
[
−π

2
;
π

2

]
.

������ ��	������ �������	� ���������� ��	�
��� X = ξ3�

���	
����� f(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

cos 3
√

x

6 3
√

x2
, x ∈

[
−π3

8
; 0

)⋃(
0;

π3

8

]
;

0, x /∈
[
−π3

8
; 0

)⋃(
0;

π3

8

]
.

������ �� ��������� ��	�
��� ξ ���������� �������	��� �� ����
����� [−10; 10]�

������ ����� �������	� ���������� ��	�
��� X = ϕ(ξ)� ����

ϕ(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x � 2;
x − 2, 2 < x � 9;
7, x > 9.

���	
����� �������	 ���������� ��	�
��� X  ������ ����������

!� �� ����������!� �������	��� F (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x � 0;
0�6 + 0�05x, 0 < x � 7;
1, x > 7.

������ ��� ��������� ��	�
��� ξ ���������� �������	��� �� ����
����� [0; 5]�

������ ����� �������	� ���������� ��	�
��� X = ϕ(ξ)� ����

ϕ(x) =

{
3, x ∈ [−2π; 2π] ;

ln
(√

cos x + 3
)
, x /∈ [−2π; 2π] .

���	
����� ��������� ��	�
��� X �� �����"���� �������	�

P{X = 3} = 1.

#$%



������ ��� �������� ��	��
� ��	��� �
	���	����

������ ��� �	
���� ���	��� ���	��

�����	������

�������� ��	��
� ��	��� �
	���	���� 
	��� �
	�	 �	����� �� ��

������ ���	�� ������ ����� � ���������� �������� ��	��
��

���	�� ������ ����� 
���
�����	 	������� ��������� ��������

������� 
��	�� �����	�� �� � !��	����	 ���"�
 ���	�	
 ���#

��� ����� ���� ���� ��	��
��

������� � �������� 	
 ��������
 $���� k % ��������� �	�

�	��� A  ����� � n ���������� ���	�����& � �	��	
� � ���� �	���
A �����'���� � �
	������� p� (	�� ��� �	����	�	 ε > 0

lim
n→∞P

{∣∣∣∣kn − p

∣∣∣∣ < ε

}
= 1.

!�"�
� ��	�
� � �
	�������& �� ���	��	 ������	� �	 	������&


	��� ����������&  	 ��� �	���� ������ �����	��� ����������

���	����� ����������� ����	��
k

n
�	�� �	��� A �� ���	��	 
��	

�������'���� �� �
	���	��� �	�� �	��� A  	��	
� ���	�������

)� ��	��
�& �	���
�& �	����'& �	
� ��� �����	���		
� �����#

����� ��
������	� 
	���� ��������� ����� ����	��� ��������	 �	#

�	��� �� �������	� �����	��� ����������

*�����������
 ��	��
� + ' ���� ��	��
��

������� � �������� �
 �
 ���������
 $���� ξi % �	����	�����

�	����	 ���������� �����	�� ������ �� ���������
� 
���
���#

���
� ��	������
� M(ξi) � 	�
�����
� ���������
� D(ξi) � c0�

(	�� ��� �	����	�	 ε > 0

lim
n→∞P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

ξi − 1
n

n∑
i=1

M(ξi)

∣∣∣∣∣ < ε

}
= 1.

, 	�	� ��	��
�� ����'	 ��	������	 ��������� -���"��& ���&

��
& 
�' � ��
	������ ���������

+./



������� ��� ��������� �	
�����

���� � �����	��
�� �����	��� ����� ξ � ���	
��� ��������

��
��� � ������	�� D(ξ) 	 ���������� ����	������ M(ξ)� ���	
�
� ���	
����� ε > 0

P{|ξ − M(ξ)| < ε} � 1 − D(ξ)
ε2

.

���	��	��� ������� ����� ������ �����  !���	

P{|ξ − M(ξ)| � ε} <
D(ξ)
ε2

.

"�	� �����	� ��
�� ���
# ������  �������� $ 	 %# ������&

�	������� '� ���� ����� (	���� ��'�# ��� ��
���� � ��� # '� ��

��
�	� �	
�����	 �������� ������	�# ����� � ��� ������ 
��

����
�� ������  ����
�� � � # ������	
 ������� � ��������

������	� �� ��
��� �� � ����� ��� 
����� )	
�� ����� ����������

�!��� 
������ � ���	� ������	�

������� � ����������� �������� ��������� ����� ξi � ����&

���� ������	
��	 �������	 ��
�� � ���������� ����	������

M(ξi) = a 	 ������	�� D(ξi) = σ2� ���	 �� ��
��� n ������	


� � ξ1 + ξ2 + . . . + ξn = ξ �
���� �� �����
����� ������	
 �

*�'� ��� 
�� ��� �������� ��
��� ξ ��� ���������� ���&

�	����� M(ξ) 	 ������	� D(ξ)# �� � ������ + ��
���# '�

P{a � ξ � b} ≈ Φ

(
b − M(ξ)√

D(ξ)

)
− Φ

(
a − M(ξ)√

D(ξ)

)
,

� ����#

P{M(ξ) − δ � ξ � M(ξ) + δ} ≈ 2Φ

(
δ√
D(ξ)

)
.

,� ������	� �	������� ��
���# '� ����	��	��� p ���	- ����� �(	&

��# ����� ���� �����������
��� ����� .�����	# ��'� �

$/0



������ ��� �������� ��	��
� ��	��� �
	���	����

����� � n ������	�
� �
�������� ������	����� ���� A ���������

���� k ������ �� ����
��
��� ������� ���
 ���� A ��������
k

n
� ��

������� � �
������� ���
�
��� ξ� ��� ���� �������
��� ���������

M(ξ) = p,

� �
������

D(ξ) =
p(1 − p)

n
.

���� �
 ���
�� ���
�
� ��������� n �n � 30) �
��������� ��������

P
{

k

n
− δ < p <

k

n
+ δ

}
≈ 2Φ

(
δ√
D(ξ)

)
= 2Φ

(
δ

√
n

p(1 − p)

)
.

������� ��  
���
�������
 ���������� !��
"���� ���#�
 #������
����� ���� A� ��� ���$�� � ����� %� �
������ ���
�
�� X ������
��������� ��� ���������
������ ��� �������
���$� ���������M(X)
�� ���
�
��� %� �� ����
%�� �������$� ��������$� �������
����
$� ����
������ !
 ����
���� ��������� ��%� ������� %� �
������
���
�
�� X ��� ��������
# �������&

�	��������� '� ���������� !��
"���

P(A) = P{|X − M(X)| < 3σ(X)} � 1 − D(X)
(3σ(X))2

=

= 1 − D(X)
9D(X)

=
8
9
.

(�	��

P(A) � 8
9
≈ 0�89.

)�%� X ��� ��������
# �������� ��

P(A) = P{|X − M(X)| < 3σ(X)} = 2Φ
(

3σ(X)
σ(X)

)
= 2Φ(3) =

= 0�9973.

*+,



������� ��� ��������� �	
�����

������� �� ��� ����������	 
���� ���� ��������� ��� ��	����

���� ����	��� �	
	����� 
�� ���	��� �����	� ��� � 	���	��	���
���� ����� � �� ����
� ����� ��  ����
���	! ���	��	 
���� �	
"
����� ���������# �	
�	���$���� �	
 �� � �	��% �� �� ����&

����������� '	���	��� ���������# 
���� $ ����
����� ���(����

ξ = ξ1 + ξ2 + . . . + ξn,


 ξ1, ξ2, . . . , ξn ) ������	 �
������ �����
	��	 ����
���	 ���"
(���* ξi ) ����
���� ���(���� ��� 
��	���$ �	������	 ���������#

���� ��� ��+�������	 �
�	$, 
������ ����� ξi ��� ��� ���� ���"
(��� ��� �� ��� � � 	���	��	��� �	
���	
�� ���� 	 ����� -��� n )

����� ���� (����� �� �� ���������� +����(��� ������ ���"
��
	� ����
����, ���(��� ξ �������! 
� ���������+�� .�� 

P
{∣∣∣∣kn − p

∣∣∣∣ < δ

}
≈ 2Φ

(
δ√
D(ξ)

)
= 2Φ

(
δ

√
n

p(1 − p)

)
,



k

n
) (������ ���� * p = 0�01* δ = 0�005* n ) ��	
��� �	���	���


����� /���� n ����	��� ������� ������ ���

P
{∣∣∣∣kn − 0�01

∣∣∣∣ < 0�005
}

≈ 2Φ
(

0�005
√

n

0�01 · 0�99

)
= 0�95.

0�%��� ��������

Φ
(

0�5
√

n

99

)
= 0�475.

1� ������� ���(�� 2 ���	, 3������ 4
�
� �5 ���#�
��� ���(�"
�� ��+ ��� x ���� �� Φ(x) = 0�4756

x = 1�96.

7���8����%� �	������

0�5
√

n

99
= 1�96,

���



������ ��� �������� ��	��
� ��	��� �
	���	����

���������

n � 99 ·
(

1�96
0�5

)2

� 1522�

������� �� 	�� �
�
��
��� ������

� ���������� �� ��� ����

���
���� ������������ ������ 
 �������� �����
����  �������� ��

��!�
� X " ��������� ���#� ��� ������ 
 �������� �����
��� �

���������# ��$���� � %�� ��$��
����� &��
�!��� ���� � ��� ���������

��������� ���!�
� X � ������
���� ��%�

�	��������� &���
� � �
�����
�� ���
�!
�� ������ ���
� ����

����� �� ��������� ���!�
� X ��� ��������� $������# �� 
�������


���� &� ������

p = 0�1; n = 900.

'���

P
{∣∣∣∣ X

900
− 0�1

∣∣∣∣ < δ

}
≈ 2Φ

(
δ

√
900

0�1 · 0�9
)

= 0�9.

(���

Φ(100δ) = 0�45.

&� ��$���� �
�!
� )�
���* +������ �
�,����� �
�!

� �����
�

�� x ���� �� Φ(x) = 0�45-

x = 1�65.

&����� 100δ = 1�65 � δ = 0�0165� (��� � ������
���� ��% ����
������

����� �����

P
{∣∣∣∣ X

900
− 0�1

∣∣∣∣ < 0�0165
}

� 0�9,

�� ���
�����
� ����� �� ��������� ���!�
� X ��������� � �
���

��� (75; 105) � ������
���� ��%�

������� 	� .,�# x " ��������� ��$��
 !���� � �������� [0; 1]�

x = α1(x)α2(x) . . . αk(x) . . .

�/�



������� ��� ��������� �	
�����

� ��������	
 ������ �	�� x� αk(x) ∈ {0, 1, . . . , 9}� ����
 N7(x, k) �
�������� �	�� ���� ��� ������	�� � ����������� ������� �	�� x
�� k��� ����� �� �!�� "!�
�	 
�����!���� ����� #� ������� �	��	
���� ��� �����! �

lim
k→∞

N7(x, k)
k

,

������!��	������ ��� $�% !� &��'� !�( !� ε�

����������� ξ = N7(x, k) � �	)������ ��	�	!�� ��� � ���� 

ξ = ξ1 + ξ2 + . . . + ξn,

�� ξi = 0� ��#� αi(x) 
= 7� � ξi = 1� ��#� αi(x) = 7� *!'	�	 �����	�
ξi ��� ���	
 ���)���+

ξi 0 1

P 0�9 0�1
.

,���� )�&��	�	� #�

M(ξi) = 0�1; M(ξ2
i ) = 0�1.

-���

D(ξi) = M(ξ2
i ) − M2(ξi) = 0�1 − 0�01 = 0�09.

.�����	 �	)������ ��	�	!	 ξi !����(!� �� �� �� �&��(�!�

�	�)����/ 
 �������	�!� �)�����!!�� �� �	��!������ ������� 0�&	�

'���+

lim
n→∞P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

ξi − 1
n

n∑
i=1

M(ξi)

∣∣∣∣∣ < ε

}
=

= lim
n→∞P

{∣∣∣∣N7(x, k)
n

− 0�1
∣∣∣∣ < ε

}
= 1.

.�(�� �� �����!��� ε > 0 � ������!��� % ������� �	��	 ��� �
����������� ������� �	)������ �&��!��� �	�� x ������!������ ���
$�% !� &��'� !�( !� ε�

%12



������ ��� �������� ��	��
� ��	��� �
	���	����

������ �� ������	 



������ �� �����������	
� �������� ��������� ������ ������
���� ����� ��

|ξ − M(ξ)| < 0�3,

���� D(ξ) = 0�0025� ������ ��������� ��� ����� �� �� ���� � ��
��� �� ξ ��� �����!���� ��"�� !�

����	
���� #� �������	 ��������

P{|ξ − M(ξ)| < 0�3} � 0�97.

$��� ����������� �� ξ ��� �����!���� ��"�� !� ��

P{|ξ − M(ξ)| < 0�3} ≈ 1 %" ��
���	  � &�&&&'(.

������ �� �����������	
� �������� ��������� ������ ������
���� ����� ��

|ξ − M(ξ)| > 0�1,

���� σ(ξ) = 0�4� ������ ��������� ��� ����� �� �� ���� � ����
�� ξ ��� �����!���� ��"�� !�

����	
���� #� �������	 ��������

P{|ξ − M(ξ)| > 0�1} < 16.

$��� ����������� �� ξ ��� �����!���� ��"�� !� ��

P{|ξ − M(ξ)| > 0�1} ≈ 0�8026.

������ � )���  ���!��� �� �������!�	���� �� �������� � ���� �
����	 ��!�
���	� ���� �� "��
���� ���� %��������
�� ��� �����(
 ����	� '�* ��� +������� ��� ��!�
���  ����	� &�&'*� ����������
��	
� �������� ��������� ������ ��������� ����� ��,

�( � -�!���� ����  ���! � �� ���� ����� "��
���� "� ����!	�
���	 ��!�
���	 �� ���������� &�*.

�( ����  ���! ���� � "��
���� � '�'/  � '�**�

'01



������� ��� ��������� �	
�����

���������� �� P � 0�7� �� P � 0�

�	�	
	 �� ���	�
 ��	�
����� � �� �	�������� �� �������� �����
	�����  ���������� ��
���� �����!� �	������ �� �����" #�� t 
�����
�� ���$� %���������&�#� ���������� '���(���� ������� "����������
��!�� �� ����	���� ��	�#��� ������� ��� ��	������ �	�������� ���
��
����	�� � ����
��� #��	�� )��������#��� ���
�������� ��
��� ��
#�� t �&
� ���(� *�

���������� P � 0�88�

�	�	
	 ��  � ���� ������� �������� ��
������ *��� ���	� ���������
����
 ��+ ����	��� �$ ���������+� ���"���(� #����& ���������+
������� �� "���������� ��!����	���� ����&� ������� "���������� ���
!�� �� � &��" �����, ���������+ ������� �&
� �� ��	�(� �� - � ��
���(� $ -�

���������� P � 0�889�

�	�	
	 � . ���,�� N ������� $� �	� 	�
�"� % /�����&����� ����
"(	� ���� ����
���� ��
������+ !����
��� ����
 ���+ �����	��� *�
��0�������+� ���"���(� #����& ��0�������+ � 
��	�
����, !�&��
�� "���������� ��!�� �� ����
���� ������" !����
���� ���,�� N
��0�������"� ������� "���������� ��!�� �� � 
���" ���,�� ��
�����
% /���0�������+ ��������� �� ��	�(� 1 - � �� ���(� � -�

���������� P � 0�99996�

�	�	
	 �� 2��	��� ������� ����+�
�� ��
������ 
	� ��������� ������
���
&���,� ��� � ����������� ��3$ ����� �&	� �����
�&����� ��
#����� ���������+ 
���	�" ��
��������� ��
 ����������� p = 0�1 ���
�&��& ���������, 
���	� �� ��	�(� ��� �� ���*4

���������� n � 865�

�	�	
	 �� ��� ����������� ��	����	�����+ ������� ���� ���������
$ -� 2��	��� ������� �������� ��
������ 
	� ��������� ������ ����

&���,� ��� � ����������� ��3 ����� �&	� �����
�&����� �� #�����
���������+ ������� ��������� ��
 5 
� 6 -4

�$5



������ ��� �������� ��	��
� ��	��� �
	���	����

���������� n � 1294�

�	�	
	 �� ��������� �	
����� ξ �� ����� ����� �������
��

ξ 3 5

P 0�4 0�6
.

�������������� �	�������� �	���	��� ������� ���������� �����
���

� |ξ − M(ξ)| < 0�2!
� |ξ − M(ξ)| < 2�
"����
��� ����� ���������� ��# ������

���������� � $� �	�������� �	���	��

P{|ξ − M(ξ)| < 0�2} � 0.

%���������

P{|ξ − M(ξ)| < 0�2} = 0.

� $� �	�������� �	���	��

P{|ξ − M(ξ)| < 2} � 0�76.

%���������

P{|ξ − M(ξ)| < 2} = 1.

�	�	
	 �� ��������� �	
����� ξ �� ����� ����� �������
��

ξ 1 5

P 0�7 0�3
.

�������������� �	�������� �	���	��� ������� ���������� �����
���

� |ξ − M(ξ)| < 1!
� |ξ − M(ξ)| < 2�
"����
��� ����� ���������� ��# ������

&''



������� ��� ��������� �	
�����

���������� �� �� ��������	
 �������

P{|ξ − M(ξ)| < 1} � 0.

����������
P{|ξ − M(ξ)| < 1} = 0.

�� �� ��������	
 �������

P{|ξ − M(ξ)| < 2} � 0�16.

����������
P{|ξ − M(ξ)| < 2} = 0�7.

�	�	
	 ��� ����� x � �������� ������ ���� � �������� [0; 1]�

x = α1(x)α2(x) . . . αk(x) . . .

� ����	���� ������� ���� x� αk(x) ∈ {0, 1, . . . , 9}� ����� N5(x, k) �
�������	� � � !"#� ��� �$�	����� � ����	����%$ �������� ���� x
�� k&'� %���� ���
���� ����	 �%�������	� 	�'�� (� ���	�	� � �
!"#� ��� ������
�

lim
k→∞

N5(x, k)
k

,

�����$��	%� � %�)�� ��� *�*+++ �� *�,**,�

���������� P = 1�

�	�	
	 ��� �����

x = α1(x)α2(x) . . . αk(x) . . .

� �������� ������� ���� x ∈ [0; 1]� αk(x) ∈ {0, 1}� N0(x, k) � ����&
���	� �$���� ��� �$�	����� � ��������%$ �������� ���� x �� k&'�
%���� ���
���� ����	 �%�������	� 	�'�� (� ���	�	� � � !*#� ���
������
�

lim
k→∞

N0(x, k)
k

,

�����$��	%� � %�)�� ��� *�-++++ �� *�"***,�

���������� P = 1�

,".



������� ���

����������� ��������	�

������ ��� 	�
�
�� ��
�������

�������� ���������� �
��

����� ������	
�� ��	�

����� ��� �	�
���� �������� ��	�������� 
	 ������������ �����	 X
� ����������� ��������� ���	���� �	���� x1, x2, . . . , xn ������� n�

���� ���	���	 �������	 �	���	 � ������� ���������� ���	�� !
�� ����������� ��	 �

"�������#���� ����� ���
���� xi �����	 X ���	��$�� ������


����� ������� ���
��� ��� � ������	 � �	��% & �� �������

ni ����� 
����� ��� ������ �����$ ������ �	���	�� ����'����

�����	 �� ������ �	���	 & ��	������ ������� ��� ���������

����������� wi =
ni

n
����� ������	� 
����� ��� ������ �����$ 

��	�	%��
����������� �����	���� ������� ���	��$�� ������ ������

����%����� ���� � �������	�	 �� 
�������	 (��� ������	�	 
�!
������	� "���	��	
�	� ������� ����# ����$�� � �	���� �������!
���� �������	� ������ ������������  �������	� �� 
����� (���

)*+



������� ���� ����������� ��������	�

��������� �	�
�
 ��	�
�
�� ��
��	�� ��	�	�
� ���� �	�
�
 ����
�	��	�
 � �	���� ��
��	����
��� ��������
� �	��	��� ���������
� � ������ ���	��� �����

��
� ��� �
�	
���� 	 � �������  ��� ����������� �
	
��
����!
�������� ��������

������� �� "�� �	� ���������� ���������# ���	��X �� ���	����#
��������
� ���� �
���	�� �������

4, 3, 6, 4, 7, 2, 5, 1, 2, 5, 4, 4, 3, 5, 6, 3, 4, 1, 3, 4.

$�	!
� ����� �������� �������	
� �	��	%�!��! ��� ������� 
	 ## �
	�

��
����! ���������

�
���������� &������� ������	 ���	�	'
��� � () ��	���� 
� �����
������� n = 20�
"�����'�� �	��	%�!��! ��� �������*

1, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 7.

+ �	��! �����%� ������ ��� ������ ��	���� 
��
� �	��	�
*

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

$�	!��� #� �	�
�
�*

n1 = 2; n2 = 2; n3 = 4; n4 = 6; n5 = 3; n6 = 2; n7 = 1.

$	����� ���	��! �
	
��
����! ��������*

xi 1 2 3 4 5 6 7

ni 2 2 4 6 3 2 1
.

������� 	� ,�����	 �	�	�	 ���������� �	�
�
*

xi 3 5 7 10 15

ni 2 4 7 4 3
.

$�	!
� �������� ��������� �	�
�
�

-./



������ ��� �������� ����������	
 ����������

	���������� �������� ��	
� ������

n = 2 + 4 + 7 + 4 + 3 = 20.

������� �����	�� ��	����

w1 =
2
20

= 0�1; w2 =
4
20

= 0�2; w3 =
7
20

= 0�35;

w4 =
4
20

= 0�2; w5 =
3
20

= 0�15.

����� ������ �������� �����	�� ��	��� ��� ���� ���
��

xi 3 5 7 10 15

wi 0�1 0�2 0�35 0�2 0�15
.

��������� 0�1 + 0�2 + 0�35 + 0�2 + 0�15 = 1�

��������	� �������� �	��	���� ��������� �	��	���� ��������
����� �! "���#� 

F 	(x) =
nx

n
,

�� nx $ ���!��	�! ��������� ������ ����� ��� x %����� 	��� ��	���
�	�� �������� ����� ��� x&' n $ ��	
� ������

(������� "���#�
 ��������� ��� ���� ���	���	���

��	
���
�� �� (������� "���#�
 ��������� F 	(x) �����)���� � ��
�����*�� ���#� �� ���!+
�� �������
� x�

F 	(x) ∈ [0; 1].

��	
���
�� �� (������� "���#�
 ��������� F 	(x) ��	������

x < y ⇒ F 	(x) � F 	(y).

��	
���
�� �� ,�*� x1 $ �������� ��������� � xn $ ������!���
�� �������� "���#�
 ��������� F 	(x) = 0 �� x � x1 � F 	(x) = 1
�� x > xn�

-./



������� ���� ����������� ��������	�

������� �� ������ ���	
���� ����	� 
�����	�� �� ����� 
�����

�	��� ���	
���

xi 3 5 7 10 15

ni 2 4 7 4 3
.


���������� �������� ����� ���	
���

n = 2 + 4 + 7 + 4 + 3 = 20.

���	���� �������� ��
	���� ��
	���� �
��� 

F 	(x) = 0

�
� ��	! x � 3"

�������� X < 5 � ���� �������� x1 = 3 ������
	������ ��	�	 

����

F 	(x) =
2
20

= 0 1

�
� 3 < x � 5"

�������� X < 7 � ���� x1 = 3 	 x2 = 5 ������
	������ #$%&'


��	� ����

F 	(x) =
6
20

= 0 3

�
� 5 < x � 7"

�������� X < 10 � ���� x1 = 3 x2 = 5 	 x3 = 7 ������
	������

#$%$(&)* 
��	� ����

F 	(x) =
13
20

= 0 65

�
� 7 < x � 10"

�������� X < 15 � ���� x1 = 3 x2 = 5 x3 = 7 	 x4 = 10 

������
	������ 2 + 4 + 7 + 4 = 17 
��	� ����

F 	(x) =
17
20

= 0 85

�
� 10 < x � 15"

)'+



������ ��� �������� ����������	
 ����������

�������� x5 = 15 � �	
�����	 	��	��	� ��

F 	(x) = 1

��� x > 15�

����� �	������ ���	�� ��������� ��������

F 	(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 ��� x � 3;
0�1 ��� 3 < x � 5;
0�3 ��� 5 < x � 7;
0�65 ��� 7 < x � 10;
0�85 ��� 10 < x � 15;
1 ��� x > 15.

��	��� ��� ������ ����	���� �	 ���� !"�

�

�
�

���

���

����

����

�

F �(x)

� � � �� �� x

�

�

�

�
�

���� ��

	���	�	� ����	� �	��	��� �	�	��� �#����� $�� �%�#�����

�����

(x1, n1), (x2, n2), . . . , (xk, nk),

#� xi � 	��	��� ������& ni � �#���#�� �	������ i = 1, 2, . . .�
	���	�	� ����	���� ����	� �	��	��� �	�	��� �#����� $�� 

�%�#����� �����

(x1, w1), (x2, w2), . . . , (xk, wk),

'('



������� ���� ����������� ��������	�

�� xi � �������	 �	
���	� wi � ��������� ����	��� ������������
i = 1, 2, . . .�

��	 ����������� �������� �����	 X � ���� ���	��� ���������
����������� ����� ��������� � ����� ��������� ����������� ������
��� �����	� �� ���	��� ���
	����� �� ������ ����	��	 ����������
��������� ����	�	 h � ��� ����� ni � ���� ������ �������� �� �����
	�	 � i�� ��������� !�� �	
��� 
�������
� �������� ���������

������������� �	���	��������	 "������

h ≈ xmax − xmin

1 + 3�2 · lg n
,

�� xmax� xmin � ��������� ���
���#� � ������#� �������� � �	
��$��
n � �
��% �	
���	�

&��� ������ ����������	� ����	��	��	� ������� �	
���	� ��
��� �
����	 ���%��� ������ �
� ����	��	 ������������ �� ���
�	�	 �	
���	 �'(������ ����	� �
�$	���	 ��	 ( �������� �����	�
����	��	 ����������� � ���	�����	 � ��������� �� �������� ������
�
� ����	��	 �������������

����
����
� ����
� ���	����� ���������� "�%���� �� �������
(���� � ��������	���� �������	 ��	 ( ����	��� ��������	 ����	�

��� h� � �	���	 ���������� �����#����
ni

h
)������� ����
��*�

����� i�%� ����	���%� ��������	��

h · ni

h
= ni,

��
�� ���� ������ �������� �� ����	�	 � i�� ����	��	� ���������
����� %����%���	 ������ �������( ���� ��� ������� ��
�� �
��%�
�	
���	 n�

����
����
� ����
���� ����
� ���	����� ���������� "�%����
�� ������(���� � ��������	���� �������	 ��	 ( ����	��� ������

���	 ����	��� h� � �	���	 ���������� �����#����
wi

h
)�������

����
��
� ����
��*� ����� i�%� ����	���%� ��������	��

h · wi

h
= wi,

+,-



������ ��� �������� ����������	
 ����������

����� ���� ���	��	
� ����� ���	�� �� �����
�
 � i�� �	������
���� ��������
 ���	��	
� ����� �����	�� ���� ���� ���	��	
� ��
����� ����� ��
	
���

���� ��	� ������
� ���
��
�	
� �������� �
����
� �� ���
�������
 ��������
 ����� �� �����
�	
� ������	����� � �	
�

�
����
 �� ���
		� �	�����
 ����� �	�����
� �����
	�
 ��
� �
�	��		� ��������	
� !� ���	��

������� �� ��������
 ������	 ����� � �	
� ���������� �
����
�
"

xi 1 2 3 4 5 6 7

ni 5 1 8 3 2 2 6
.

	���������� #�������� 	 ��� ���
� �	��		� ���	� xi�  	 ���
���
	� $ �	��		� ��������	
� !� ����� ni� ��������	� �%��	���
�
 ��& ����� ����
 (xi, ni) ��������
� ���
����� ������	 �����
'�
�� ()*�

�

�
�

�

�

�

�

�

�

ni

� � � � � � � xi

�

�

�

� � �

�

���� ��

������� 	� #
����� ��	� �	����� 	
� ���������� �����"

(xi; xi+1] (1; 3] (3; 5] (5; 7] (7; 9] (9; 11]

ni 13 9 5 16 7
.

��������
 ������	 ���	��	
� ������

+,(



������� ���� ����������� ��������	�


���������� �������� ��	
� ������

n = 13 + 9 + 5 + 16 + 7 = 50.

��
 ������� ������������� 	���	������ ��������� �����	�� ���
	��� ������� �����	�� ��	����

w1 =
n1

n
=

13
50

= 0�26; w2 =
n2

n
=

9
50

= 0�18;

w3 =
n3

n
=

5
50

= 0�1; w4 =
n4

n
=

16
50

= 0�32;

w5 =
n5

n
=

7
50

= 0�14.

��������� ����������� 	���	���� �������� �����	�� ��	����

(xi; xi+1] (1; 3] (3; 5] (5; 7] (7; 9] (9; 11]

wi 0�26 0�18 0�1 0�32 0�14
.

�������� 	����� ��	���� �����������

x���

1 =
x1 + x2

2
=

1 + 3
2

= 2; x���

2 =
x2 + x3

2
=

3 + 5
2

= 4;

x���

3 =
x3 + x4

2
=

5 + 7
2

= 6; x���

4 =
x4 + x5

2
=

7 + 9
2

= 8;

x���

5 =
x5 + x6

2
=

9 + 11
2

= 10.

���������� �� �	� ��	 	 �������
 	����� ��	���� ����������
x���

i � � �� �	� ������ ! �������
 ���������� "� �����	�� ��	��� wi#
��	������� �$����%� ��& 	���% ���� (x���

i , wi) ���������� ����
����� ������� �����	�� ��	��� '�	# ()*#

������� �� ������ ������ ����������� ���������� ��	����

(xi; xi+1] (1; 2] (2; 3] (3; 4] (4; 5] (5; 6] (6; 7] (7; 8]

ni 19 9 12 14 7 22 17
.

��������� ��	������� ��	���#

+),



������ ��� �������� ����������	
 ����������

�

�
�

����

����

���

����

����

wi

� � � � �� x���i

�
�

�

�

�

���� ��

	���������� �������� ���	
�� ����������

h = xi+1 − xi ≡ 1.

�
����
�� �������� ����
�

nh
1 =

n1

h
=

19
1

= 19; nh
2 =

n2

h
=

9
1

= 9; nh
3 =

n3

h
=

12
1

= 12;

nh
4 =

n4

h
=

14
1

= 14; nh
5 =

n5

h
=

7
1

= 7; nh
6 =

n6

h
=

22
1

= 22;

nh
7 =

n7

h
=

17
1

= 17.

���� ��������� �� ��� ����
� ������ ���
��� �������
 ���	
�

��� h = 1� ��������� ��� �
�
 ���������
 ������ 
! �� ����������
��� ����
� � ��������� ��� ��" �� ������#$! # � ��������� ���������

�
� �������#� ����
 nh
i � %��" �
$ ������ �� �&������� � �����

����
� ������ ��
! ���������
�
 ��� ���
��� '�
���� (���(����

���� �����	��� �� �
�� )*�

������� �� �
��� � ������ ���������� �����

xi 2 4 6 8 10 12 14

ni 2 3 5 1 4 2 3
.

��������
 (���(���� �������
$ �����

+,-
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�

�
�

�

�

��

��

��

��

��

nh
i

� � � � � � � � xi

���� ��


���������� ��� ���������	 
����
��� �������	� ������� ���	�
�	�����	� ����	��	��	� ������� ������ ������� ������	�	 ��
���������	� ����	��	��	� ������� �������	� ������ �����	��	�
������������ � �����	 ��������� �	� �������	� ������� ��� ���
�
�������� �	����	�� ����
 �	���	 � ����	��� ���������� 

n = 2 + 3 + 5 + 1 + 4 + 2 + 3 = 20,

w1 =
n1

n
=

2
20

= 0�1; w2 =
n2

n
=

3
20

= 0�15;

w3 =
n3

n
=

5
20

= 0�25; w4 =
n4

n
=

1
20

= 0�05;

w5 =
n5

n
=

4
20

= 0�2; w6 =
n6

n
=

2
20

= 0�1;

w7 =
n7

n
=

3
20

= 0�15.

!������� ���"	�� ����	��	� ���������� �� ����	��� �������	 �
��������� �������	� ������� #���	��� �������	 �	����	�� � ����	�
�� ������ � �	�������� ����	��	����� �������� ������	 ��$��
���	 ����	���	 ����	��	� ����������

%�"�� ���"	�� ����	��	� ���������

h = xi+1 − xi ≡ 2,

&''



������ ��� �������� ����������	
 ����������

������� ���	
������ ������������ 
������� 	���
����� �����
���
��	� ��� ����� �������

(xi; xi+1] (1; 3] (3; 5] (5; 7] (7; 9] (9; 11] (11; 13] (13; 15]

wi 0�1 0�15 0�25 0�05 0�2 0�1 0�15
,

� �������� 	���
����� �����
����	� �����

wh
1 =

w1

h
=

0�1
2

= 0�05; wh
2 =

w2

h
=

0�15
2

= 0�075;

wh
3 =

w3

h
=

0�25
2

= 0�125; wh
4 =

w4

h
=

0�05
2

= 0�025;

wh
5 =

w5

h
=

0�2
2

= 0�1; wh
6 =

w6

h
=

0�1
2

= 0�05;

wh
7 =

w7

h
=

0�15
2

= 0�075.

�	�	
� ������������ ��
������� ���	
	����� �
������� �����
�	��� ���������� ������ ������
��� ��������� ������  
��! "#$!

�

�
�

�����

����

�����

���

�����

wh
i

� � � � � �� �� �� xi

���� ��

������� �� %��� ����
��� &�'( &�)( &�*"( &�'*( &�"+( &�),( &�''( &�&)(
&�+'( &�*-( &�"'( &�")( &�&.( &�'#( &�).( &�""( &�"( &�**( &�')( &�+( &�)'(
&�*+( &�)#( &�"*( &�*.( &�"'( &�"'( &�),( &�))( &�"#( &�".( &�'"( &�)-( &�)(
&�+"( &�"-( &�',( &�))( &�".( &�*-( &�*+( &�),( &�*( &�''( &�"*( &�)'( &�)#(
&�**( &�"+( &�+*!

',-



������� ���� ����������� ��������	�

�� ������ ����	
� �������� ����	������� ������������ 	���
������ ������� � ������	�� �������


���������� �������� ����� ����	
�� n = 50� ��
���
� ���������
�������� xmax = 0, 53� � �������� � xmin = 0, 04� �� ����������
�������� ���������� ����	���

h =
xmax − xmin

1 + 3�2 · lg n
=

0�53 − 0�04
1 + 3�2 · lg 50

≈ 0�49
1 + 3�2 · 1�69897

≈ 0�076.

�������� ����	���� ������� ��� ����� �� ��	�������� ����	���
� ����� !� ��� ��" 	����!������ �� ����
���� �������� ��� 
��#��
��	��#������ 	�� $����� ��� %�%& � %�'()� ��*�� ��	����� ��	��������
���������� ����	���

x���

���
=

xmax + xmin

2
=

0�53 + 0�04
2

= 0�285.

��
���
� ���������� �������� ���������� ����	��� h = 0�076� ��
��	������� ����	���

(x4;x5] =
(

x���

���
− h

2
;x���

���
+

h

2

]
=

=
(

0�285 − 0�076
2

; 0�285 +
0�076

2

]
=

= (0�247; 0�323].

+���	 ���
� ������ 	��� �������� ����	����� $������
 �����
	 ����� � ���	��
 ��� ��	�������� ���������� ����	��� �� ��	�
����� � ����� � ��� ��	�������� �� ����������)�

(x3;x4] = (0�247 − 0�076; 0�247] = (0�171; 0�247],
(x2;x3] = (0�171 − 0�076; 0�171] = (0�095; 0�171],
(x1;x2] = (0�095 − 0�076; 0�095] = (0�019; 0�095],
(x5;x6] = (0�323; 0�323 + 0�076] = (0�323; 0�399],
(x6;x7] = (0�399; 0�399 + 0�076] = (0�399; 0�475],
(x7;x8] = (0�475; 0�475 + 0�076] = (0�475; 0�551].

,-.



������ ��� �������� ����������	
 ����������

���������� ���	
	� ���	����� ��	������� 
	������
 ��	������

��� �	�	��	����� �
��
��� �������

����� ������	
�

i

�	������ ������	


(xi, xi+1]

���	 �	���

�	��	�� ������	
�

ni

� ������� ������ �

� ������� ������ �

� ������� ������ �

� ������� ������ ��

� ������� ������ �

� ������� ������ ��

� ������� ������ �

��������� n = 2 + 7 + 5 + 11 + 8 + 10 + 7 = 50�
�
� �
������	� �
���
� ���	
	� ������
 ������� ����� ���

�	����� ��	�������

x���

1 =
x1 + x2

2
=

0�019 + 0�095
2

= 0�057;

x���

2 =
x2 + x3

2
=

0�095 + 0�171
2

= 0�133;

x���

3 =
x3 + x4

2
=

0�171 + 0�247
2

= 0�209;

x���

4 =
x4 + x5

2
=

0�247 + 0�323
2

= 0�285;

x���

5 =
x5 + x6

2
=

0�323 + 0�399
2

= 0�361;

x���

6 =
x6 + x7

2
=

0�399 + 0�475
2

= 0�437;

x���

7 =
x7 + x8

2
=

0�475 + 0�551
2

= 0�513.

 !"



������� ���� ����������� ��������	�

���������	 
����� ���		���� ��������� ��������� 
�������

nh
1 =

n1

h
=

2
0�076

≈ 26; nh
2 =

n2

h
=

7
0�076

≈ 92;

nh
3 =

n3

h
=

5
0�076

≈ 66; nh
4 =

n4

h
=

11
0�076

≈ 145;

nh
5 =

n5

h
=

8
0�076

≈ 105; nh
6 =

n6

h
=

10
0�076

≈ 132;

nh
7 =

n7

h
=

7
0�076

≈ 92.

�

�
�

�

�

�

�

��

��

ni

����� ����� ����� ����� ���	� ��
�� ����� x���i

�
� �

�
� �

�

���� ��

�

�
�

�	

		

��

���

���

�
�

nh
i

����� ����� ����� ���
� ����� ����� ��
�� ����� xi

���� ��

���



������ ��� �������� ����������	
 ����������

��������� 	� 
�� �

���	�� ��� 	�
���	� �
���� ����
 �
�����

���� �
���
	 � ����
����� ����
�� ��� �
�����	� ����
���	
 	� ���� ��

� ���

����� ������	 
����������� ���	��

 ����	! ���"�����	� �	���		� ������� 	�����!�#�� �����	�� ���

������ x� � 
�����$!�#�� �� "
�������

x� =

k∑
i=1

xini

n
��
 x� =

k∑
i=1

xiwi,

�� xi % �	���		� i�& �����	��' ni % ����
�� i�& �����	��' n % 
����

�������' k % ���#����# �����	� � �����(�' wi % ���	
�	� ����
�� i�&
�����	���

 ����	�) ������� ������		� �	���	# �����	��� ������� ��� ���

����
�
�
 �����	#
�
 	�����!�#�� �����		� ���������� D� � 
����

��$!�#�� �� "
�������

D� =

k∑
i=1

(xi − x�)2ni

n
��
 D� =

k∑
i=1

(xi − x�)2wi.

*���� ������
��	# "
����� ��� �	�
���		� ������
�
& ��������&

��+
 ���
+�$�#��,

D� =

k∑
i=1

x2
i

n
− x2

�
��
 D� =

k∑
i=1

x2
i wi − x2

�
,

�
��
 ������
�� ��������� �
���	$! ���	�(� �����	#
�
 �������� ����

��	��� ������� ) �������� ������
�
�
 �����	#
�
�

-������	�) �
��	# � ������
�
& ��������& σ =
√

D� 	�����!�#��

�������� ����������� ���������� �������

./.



������� ���� ����������� ��������	�

������� �� ������ �����������	 
������ ���
���

xi 1 3 4 7 10 12 15

ni 5 2 12 7 4 3 2
.

���	�� ���
���� ��
����� ���
���� �����
�� �� ��
���� ����

�
������ ��������� ���
���


���������� ��������� ����� ���
���

n = 5 + 2 + 12 + 7 + 4 + 3 + 2 = 35.

���	���� �������� ���
���� ��
����� ���
���� �����
�� ��

��
���� ����
������ ��������� ���
���

x� =

7∑
i=1

xini

n
=

1 · 5 + 3 · 2 + 4 · 12 + 7 · 7 + 10 · 4 + 12 · 3 + 15 · 2
35

=

=
214
35

≈ 6�1;

D� =

7∑
i=1

(xi − x�)2ni

n
=

7∑
i=1

x2
i ni

n
− x2

�
=

=
12 · 5 + 32 · 2 + 42 · 12 + 72 · 7 + 102 · 4 + 122 · 3 + 152 · 2

35
−

−
(

214
35

)2

=
18604
1225

≈ 15�2;

σ =
√

D� =

√
18604
1225

≈ 3�9.

�� � ������ ���
���!��	 �����������	 
������ ���
��� �� ���

�
���� ��
����� ���
���� �����
�� �� ��
���� ����
������ �����

����� ���
�� "�����! �� ��������� ������ ������������� 
�����

���� ��
������ ���#���!�� ��
����� ��������� ���
����� � ���

����� ��� ������ ������� ����"���!�� ������ �������

$%&



������ ��� �������� ����������	
 ����������

������� �� ������ �����	�
��� ����������� �������
 	�������

(xi; xi+1] (0; 2] (2; 4] (4; 6] (6; 8] (8; 10] (10; 12] (12; 14]

wi 0�1 0�2 0�3 0�1 0�1 0�1 0�1
.

����� 	������	� �������� 	������	� ��������� �� ������� �	��

�������� 	����
���� 	�������

	���������� �������� �����	����� ���� �����	�
��� ���������

��� �������
 	������ �� �����	�� �����	�� �������� ���������

�����	�
�	�

x1 =
x1 + x2

2
=

0 + 2
2

= 1; x2 =
x2 + x3

2
=

2 + 4
2

= 3;

x3 =
x3 + x4

2
=

4 + 6
2

= 5; x4 =
x4 + x5

2
=

6 + 8
2

= 7;

x5 =
x5 + x6

2
=

8 + 10
2

= 9; x6 =
x6 + x7

2
=

10 + 12
2

= 11;

x7 =
x7 + x8

2
=

12 + 14
2

= 13.

 �!�� �� ������
� ���� ����������� �������
 	�������

xi 1 3 5 7 9 11 13

wi 0�1 0�2 0�3 0�1 0�1 0�1 0�1
.

������� 	����	���� 	������	� �������� 	������	� ��������� ��

������� �	��������� 	����
���� 	�������

x� =
7∑

i=1

xiwi = 1 · 0�1 + 3 · 0�2 + 5 · 0�3 + 7 · 0�1 + 9 · 0�1 +

+ 11 · 0�1 + 13 · 0�1 = 6�2;

D� =
7∑

i=1

(xi − x�)2wi =
7∑

i=1

x2
i wi − x2

�
= 12 · 0�1 + 32 · 0�2 +

+ 52 · 0�3 + 72 · 0�1 + 92 · 0�1 + 112 · 0�1 + 132 · 0�1 − 6�22 =
= 12�96;

σ =
√

D� =
√

12�96 = 3�6.

"#$



������� ���� ����������� ��������	�

��
���� �Me� ��������	
� ������� 
���	��� ����� ������
������� ����� ���� ��
�� ������� n = 2m+1 �������� �� ������ 
��� ������� ����� ������������ ���� � ������ m + 1!

Me = xm+1.

���� ��
�� ������� n = 2m ������� �� ������ ��� 
����
������� ������ ������������ ���� � ������� m � m + 1!

Me =
xm + xm+1

2
.

���� ������ �������	��� 
����
������ �������� �������� ��

������� ���"����	 ��
������ ��������� ��������� ����� ��#��
��
������ �������� ��� ����� 
��� ��
��� �
�" �������" ��
����
��" ��������� � ����� ��� ��� ������� �������� ��
��� ��������
$ �	��� ���� ������ ���"����	 �� %������ 

Me = xmin
Me + hMe

1
2
n −

Me−1∑
i=1

ni

nMe
,

� xmin
Me & ������� ��������� ��
������� ��������' hMe & ���(���

��������� ��
������� ��������' n & ��
�� �������' nMe & ��
����
��������� ��
������� ��������' Me − 1 & ���� ������	��� ��
��������� ��
������� ���������

)����� ��� ���� ���
����
�	! 
��� ��
�� ���" ������ ���"��
��	 ������ ������� ��� ������ ��#�� ��( ��� ���	����* ��#�*
�������!

n∑
i=1

|xi − Me| <

n∑
i=1

|xi − a|, a 
= Me.

������� �� +� ������ � ��������� ��������� �������	
� 
�������
������� ��
�(��
	���� ��*���� ,������� ��
���" ������� � ��
�	�
��
� *" ��
���� ������ � ��������

-./
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��

�������� ���
�������

��	�	�� ���
�

��

�� �� �� �� �� �� ��

���	����
� ��	�	��


��� ����
� � � �� �  !

�� ����� �����	
�� �������� ��
���� ���
�����
� �� �������
��� ������ ����
��� ��� �������
���
� ��
	���� �������� ��
���� ������� ���� ���	����

	���������� �������� �	���� ��� ����
����
�� �� ���� ������
 
�! �	��"� ���!��	� 	�	�	
�� ������� ��� �	���� �	��� ��
��� ���� ���� ���� �	��"��� 
� ��� ����#���� �������� ��
����
���
� �	�����

$��"�
�� ����"��� ����% �������&

n = 5 + 2 + 3 + 10 + 1 + 4 + 6 = 31.

�
�	� �	�	���� '�	�	��� "�	��( ���������%� ���� ���	 	�	 
�	
 �� ��	��� )*& Me = x16� �������� ���������� ��� ����
������
� � ��%����

10, . . . , 10︸ ︷︷ ︸
� �����

, 12, 12, 15, 15, 15, 25, . . . , 25︸ ︷︷ ︸
�� �����

, 28, 30, . . . , 30︸ ︷︷ ︸
� ���	

, 33, . . . , 33︸ ︷︷ ︸

 �����

;

�	%�� ��"�
�� �� x16 = 25� 
��
� ������ ���� ���
�����
� � +, ��
�����	
�� ���������

�	�	� 'Mo( ������
��� �����
� � ��������� "��
�
��� - �� 
����� �
	������%� �
�
��
�"�%� ��������� ������� � ���������
�� ������� "��
���� �
	������� �	������� ��������� ������

��� ����"��
��� �� ��������� "��
�
��� � ��� ����! �� ����� 

�� "��
��! �
	�����! . �� ��������� ������
� max
i

ni

hi
� �	

)/,



������� ���� ����������� ��������	�

ni� hi � ���������� �	
���	 � �����	 i��� �	
������ ������	��� �

����� �	�� ���� ��	������ �	 ��������

Mo = xmin
Mo + hMo

nMo − nMo−1

2nMo − nMo−1 − nMo+1
,

�� xmin
Mo � ���	��� ���	������ �	
������ ������	��� hMo � ����

��	 ���	������ �	
������ ������	��� nMo � �	
���	 ���	������

�	
������ ������	��� nMo−1 � �	
���	 ������������ �� ���	�����

�� �	
������ ������	��� nMo+1 � �	
���	 �	
������� �	 ���	����

�	
������ ������	���


��������� �������� �	��	 ��
� ������ ��� �	!"���#� �

�	!���#� ��	������ �"���$

R = xmax − xmin.

������� �� %	�	�� ������	���! 
�	�
���! �������� �"���$

(xi, xi+1] (10; 15] (15; 20] (20; 25] (25; 30] (30; 35] (35; 40] (40; 45]

ni 7 4 5 1 12 3 18
.

%�	!� ����	��� ����� �	��	��!�! ����	��

������������ &��	��� �"
�� �"���$

n = 7 + 4 + 5 + 1 + 12 + 3 + 18 = 50.

'���	��� �	
���� ������	��� "��� �(��! ������	�� �
�����

�� ���#! ������	�� ��� ����� 
��	 �	
��� �
�� ���������� �	
���

�� ������	��� � �	�� ������� �����)� ������� �"
��� �"���$

7 + 4 + 5 + 1 + 12 = 29 >
n

2
=

50
2

= 25.

'��	���� �	
���� ������	��� "��� �
�	���! ������	�� �
�����

� ��� �	 �	!"���#� �	
�����

%�	!���� ���	��� ����	����� �	
������ ������	�� xmin
Me � �����

�� ����	����� �	
������ ������	�� hMe� ����� ������������ �� ���

��	����� �	
������ ������	�� Me − 1� �	
���� ����	����� �	
���

���� ������	�� nMe� ���	��� ���	������ �	
������ ������	�� xmin
Mo�

*+,



������ ��� �������� ����������	
 ����������

������� ����	
���� ��������� �������	� hMo� ������ ����	
���
�� ��������� �������	� nMo� ������ ��������
��� �� ����	
����
��������� �������	� nMo−1� ������ ��������� �� ����	
��� ���
������� �������	� nMo+1� �����	
�� � �������� �������� ��������

xmin
Me = 30; hMe = 35 − 30 = 5; Me − 1 = 4;

nMe = 12; xmin
Mo = 40; hMo = 45 − 40 = 5;

nMo = 18; nMo−1 = 3; nMo+1 = 0;
xmax = 45; xmin = 10.

������ �������� ���� �� ����������� ������ ���������� �����

�����

Me = xmin
Me + hMe

1
2
n −

Me−1∑
i=1

ni

nMe
= 30 + 5 ·

1
2
· 50 −

4∑
i=1

ni

12
=

=
100
3

≈ 33�3;

Mo = xmin
Mo + hMo

nMo − nMo−1

2nMo − nMo−1 − nMo+1
= 40 + 5 · 18 − 3

2 · 18 − 3 − 0
=

=
465
11

≈ 42�34;

R = xmax − xmin = 45 − 10 = 35.

����� ����� ��	
��� �	�������� �	�������

���������� �� �	������ ���������

����� ������� ������ � ���	��� �������	� ����������	���� ������� �
�����������  � �����! " �
��� ���� ��������� �����# �� ���������
������$ ������ ��������� ���		� 	������ �� %����	���

x� = M	
1h + C, D� =

[
M	

2 − (M	
1)

2
]
h2,

�� M	
1 =

∑
i

niui

n
& ������� ������ ������� �������' ui =

xi − C

h
&

������ ��������' h & ������� ����� (����� ������
 ��� ������
�� ����������)' C & ������ ��	
 (�������� ��������� �����*��� 

+,,



������� ���� ����������� ��������	�

��������� ���	�	
��� ���������� ��
��� M	
2 =

∑
i

niu
2
i

n
� �������

���	�� 
������ ����
���

������� �� ����� �	��
�� 
������� ��������	 �	�	
�� � ������
���� 
���	���� 
�� ����� �����
��� ������� ������ n = 100�

xi 24 28 32 36 40 44 48

ni 6 13 20 45 11 3 2
.


���������� ���
	�� ���� ������ ���� !"  ��	�

#� ���$	�� ��%	��� ����� � �	�$�� �����	�&�

'� ���$	�� ��%	��� %���� � 
����� �����	�&" ���� %���� (���
��� �������� � � ��)��� ���� ���������

*� ��  ����� ���& C ��	�	�� ��%	��� %	��	���+ ������ x4 = 36"
�� �� �����&$� %����� (�� C ��)� ����� ��%	��� ��
&�
���+ ������" �����,	��+ ��������� ���	�	
��� ��������" �
�������� ��	�&��� �������" �� ��
����
�  ������ ����" ����
$	�� 0" �
 ��� �����
���� �������� −1" −2" −3"  ��
 ��� �
1" 2" 3�

-� 
������ %���� ni � ��%	��� ��
����
�� ������ �����
ui ���$	�� � %	��	���� �����	�&" ���	�� ���
	�� ���� ��� 
%��	� %	��	����� �������" ��� ��������� � ��)�� ��������
%	��	����� ��������

!� 
������ %���� ni � ��%	��� ��
���� ��
����
�� ������ 
����� u2

i " ����� niu
2
i " ���$	�� � �.���� �����	�& (���%���

$	 �	�	���)��� %��� ��)���� ��
� ��	�&��� � %	��	�����
��������� ui ·niui = niu

2
i �" ���	�� ���
	�� ���� ��� %��	� �.��

���� �������" ��� ��������� � ��)�� �������� �.����� ������
���

/� 
������ %���� ni � ��%	��� ��
���� ��
����
�� ������ 
����� ui" ����&$	�� � �
�����" ����� ni(ui +1)2" ���$	��
� $����� �����	�&" ���	�� ���
	�� ���� ��� %��	� $������
�������" ��� ��������� � ��)�� �������� $������ ��������

#01



������ ��� �������� ����������	
 ����������

����� �� �����	
� ����	����� �	�
� ��

������� �

� � � � � �

xi ni ui niui niu
2
i ni(ui + 1)2

�� � −� −�� �� ��

�� �� −� −�� �� ��

�� �� −� −�� �� �

�� �� � � � ��

�� �� � �� �� ��

�� � � � �� ��

�� � � � �� ��

n = 100
∑
i

niui = −41
∑
i

niu
2
i = 167

∑
i

ni(ui + 1)2 = 185

�
� ������
� �����
��� �������	����� ����������∑
i

ni(ui + 1)2 ≡
∑

i

niu
2
i + 2

∑
i

niui + n.

��������� ∑
i

ni(ui + 1)2 = 185;

∑
i

niu
2
i + 2

∑
i

niui + n = 167 + 2 · (−41) + 100 = 185.

���� ������
���� �� �������� ��� ��	��
������ �����
����
�����
��� ����� ������� ��� ��� ! ������ ������"

M	
1 =

∑
i niui

n
=

−41
100

= −0�41; M	
2 =

∑
i niu

2
i

n
=

167
100

= 1�67.

��	!���� ���� #�����$� ��� ���%����� ����	 �������� �	��	�%
�	��&"

h = 28 − 24 = 4.

'()



������� ���� ����������� ��������	�

��������� �	
��� ����
��� ������� � ���������� 	�����	����
�� ����� �	�� ��������� ��������� �
� ��� �������	 ������	�
C = 36�

x� = M	
1h + C = −0�41 · 4 + 36 = 34�36;

D� =
[
M	

2 − (M	
1)

2
]
h2 =

[
1�67 − (−0�41)2

] · 42 = 24�0304.

 
�� �������� ����
� �� � ����������������� �� ��������� 	 �
�!
�	 ��������� ��� �������� ����
�� ������ �� 
���
� ����
���� ��
���"���� ��������� ���������� �
�"��� � ��� ��� ������� �� �����
#$%& ��������' (���� ��������� �������� ��������� ����������� �
� �
	����������	�� ������������� ��������������� �������'  
 ������	

�"��) �������� ��������*� ��������	 ��	�� �	�	 ������ ��������
�
� ��������� 	 ����������� ��������� ��������'
(�� ��������� ����
���) ��������) � ����� ��������� ����
��

�	�������) *�	�	������ �������� ��� ����� 
���
���� ������������
������ 
�
��	� ��

����� � ���� ��������� ��������� �� +��!
�	���

D′
�

= D� − 1
12

h2.

������� �� ,����� ������� ��	�
�� ����
��� ������� �� ����!

��	 ��������� ��� ��
�*� ��������	 ����
� ���*	 n = 100�

xi 2 8 9 13 15 18 20 21 24 27

ni 8 1 15 13 9 3 4 10 22 15
.

����������� -���.��� �������� [2; 27] �� ��
� �.��� ��������� ��!
�������� ���"���� h = 5�

[2; 7], (7; 12], (12; 17], (17; 22], (22; 27].

/����� ���������� 	�	�� �������� 0�� ��������� �����������

y1 =
2 + 7

2
= 4�5; y2 =

7 + 12
2

= 9�5; y3 =
12 + 17

2
= 14�5;

y4 =
17 + 22

2
= 19�5; y5 =

22 + 27
2

= 24�5.

%#&



������ ��� �������� ����������	
 ����������

�� ������� mi ��	
��� yi �
����� ���� ������ ��	
���� ��
 ���

�	����� � �
����
���� i�� 
���	����

m1 = n1 = 8; m2 = n2 + n3 = 1 + 15 = 16;
m3 = n4 + n5 = 13 + 9 = 22; m4 = n6 + n7 + n8 = 3 + 4 + 10 = 17;

m5 = n9 + n10 = 22 + 15 = 37.

����� �� ��	����� ����� ������������ 	�����
� 	
����
������

��� ��	
����

yi 4�5 9�5 14�5 19�5 24�5

mi 8 16 22 17 37
.

�� 
 � �	�����
 �� �������� 	��	�������� ����� ��

������� �

� � � � � �

yi mi ui miui miu
2
i mi(ui + 1)2

��� � −� −�� �� �

��� �� −� −�� �� 	

���� �� 	 	 	 ��

���� �
 � �
 �
 ��

���� �
 � 
� ��� ���

n = 100
∑
i

miui = 59
∑
i

miu
2
i = 213

∑
i

mi(ui + 1)2 = 431

��������� ∑
i

mi(ui + 1)2 = 431;

∑
i

miu
2
i + 2

∑
i

miui + n = 213 + 2 · 59 + 100 = 431.

��������� �����
 ������� ��	 �!� � �	�!�!� ��	�����

M	
1 =

∑
i miui

n
=

59
100

= 0�59; M	
2 =

∑
i miu

2
i

n
=

213
100

= 2�13.

�"�



������� ���� ����������� ��������	�

������� ������	
 ������� 
��	���
	 ������� � �������	�� ���
��
����� �� ������ ���� C = 14�5�

x� = M	
1h + C = 0�59 · 5 + 14�5 = 17�45;

D� =
[
M	

2 − (M	
1)

2
]
h2 =

[
2�13 − 0�592

] · 52 = 44�5475.

���	���� �	���	��� �������� 	����
�	
 �� ������ � ��������
!���� ����
��� "������

D′
�

= D� − 1
12

h2 = 44�5475 − 52

12
≈ 42�46#

����� ����� 	
� ���	����� �����������

	��������� �� ���������� ��	���	��

$��� 
��	��� ���� � 
�%���	 ������	�� �	
��
	������� 
�	��
	 
	���
	���� &� �����# ' (���� ��	 
��	���
� ������! � 
��	���
�
�������	� ��)� ��������� � *������� ���
# �	�����# +,#-# 

x� = M	
1h + C, D� =

[
M	

2 − (M	
1)

2
]
h2.

.�� 
���������	 ���
�� ��� ���
�	 ������� ���/�%� � ���%�%�
������� ���������� � *�������

M	
1 =

d1

n
, M	

2 =
s1 + 2s2

n
,

�� d1 = a1 − b1� s1 = a1 + b1� s2 = a2 + b2# ��)�� ����	��� ���������
������� a1� a2� b1� b2# 0� �������� ������
�� (	 ����� ������

 ������	 +#

������� �� 1���� ������� ��� 
��	���
� ������! � 
��	���
� ����
����	� � ����� ����������� ������	��� 
��	��� ����%� n = 100�

xi 52 58 64 70 76 82 88 94 100 106

ni 4 8 10 13 18 21 14 9 2 1
.


���������� 2������ ���������
� ���# 3�  ����

+4,



������ ��� �������� ����������	
 ����������

�� �������	 �
���

� ����
� � ������ ��	�����

�� �������	 �
���

� ����	� � ������ ��	����� ���� ����	� �	��
��� ������� � � 
� 
�� �	�	 �!���
���

"� �� #��
�� 
�!� C 	�����	 �
���

� �	��	$ ����
�� x6 = 82�
��� ��% 
����!��� ����	�� ��� C �	 
� ���� �
���

� �����
��	$ ����
��� �	���&�
	$ ����!��
	 �	������
� ��	����� �
�!���
��# ������ ���� ���	���% #��
	�� 
�!'� �������	 
��
!�� � ������	�� ��	��� 
�� � ��� 
�!�� � �&� �	 	�
	�� 
�!'�

(� � �	�	 
�# �!���
��# �����	�	 ��	���� &	 �	���&�
� 
�� 
��
!�� ����� ��#
�	$�� ���#� 
�� �������	 �	�!��	
	 
���	�
��� �
� ����	��)

4, 4 + 8 = 12, 12 + 10 = 22, 22 + 13 = 35, 35 + 18 = 53.

*�!��� �� 
���	��� �
� ����	��� 	�����%�	 ���!	 b1 = 126�
��� �������	 � ��#
' �!���
�� �����	�	 ��	���+ , �	�	 
�#
�!���
��# �����	�	 ��	���� &	 �	���&�
� ��� 
�!�� ����� 
� �

�	$�� �
��� ��# �������	 �	�!��	
	 
���	��� �
� ����	��)

1, 1 + 2 = 3, 3 + 9 = 12, 12 + 14 = 26.

*�!��� �� 
���	��� �
� ����	��� 	�����%�	 ���!	 a1 = 42�
��� �������	  
� 
' �!���
�� �����	�	 ��	����

-� �
�!	���
	 ���	
��	 �������� ��	����� ����	�� 
���	���
� �'���� ����	�� �����	�	 ��	���+ *��� 
���	��� �
�# ���
��	�� �	���&�
�# 
�� 
�!��� �	�
����	 b2 � �������	 � ��#�

' �!���
�� ������	�	 ��	���+ *��� 
���	��� �
�# ����	��
�	���&�
�# ��� 
�!��� �	�
����	 a2 � �������	  
� 
' �!��
��
�� ������	�	 ��	���+

.� �� �� 	�����!� �	���#�
�	� ���!+ /+

�0"



������� ���� ����������� ��������	�

������� �

� � � �

xi ni b1 = 126 b2 = 131

�� � � �

�� � �� ��

�� �� �� ��

�� �� �� ��

�� �� �� �

�� �� � �

�� �� �� �

	� 	 �� ��

��� � � �

��� � � �

n = 100 a1 = 42 a2 = 21

�������� d1� s1� s2	

d1 = a1 − b1 = 42 − 126 = −84;
s1 = a1 + b1 = 42 + 126 = 168;
s2 = a2 + b2 = 21 + 131 = 152.


������ ������ ������ ������� � ������� �������	

M	
1 =

d1

n
=

−84
100

= −0�84;

M	
2 =

s1 + 2s2

n
=

168 + 2 · 152
100

= 4�72.

������� �������� �������� �������� ������� �� ��������� ����
������� �� ���� ��� C = 82� � ���� !������� ��" ����� �����
���� ���������# h = 6$ �����%��

x� = M	
1h + C = −0�84 · 6 + 82 = 76�96;

&'(



������ ��� �������� ����������	
 ����������

�

D� =
[
M	

2 − (M	
1)

2
]
h2 =

[
4�72 − (−0�84)2

] · 62 = 144�5184.

������ �� ������	 
�

������ �� ��� ��� ������	
��� �������� ����� X �� �
�
�������

��������� ���� �������� ������

5, 7, 4, 6, 5, 5, 5, 7, 5, 6, 6, 5, 5, 6, 4, 6, 5, 6, 4, 5.

������ ����� ������� ���������� ����������� ��� ������ �� ��

������������ ���������

����	
���� n = 20� ����������� ��� �������  �  �  � !� !� !� !� !� !�

!� !� !� "� "� "� "� "� "� #� #� $����������� ���������
xi 4 5 6 7

ni 3 9 6 2
�

������ �� ������ ������ ���������� �������

xi −3 −1 0 4 8 13 17

ni 1 3 4 7 5 8 12
.

������ �������� ��������% �������

����	
����
xi −3 −1 0 4 8 13 17

wi 0�025 0�075 0�1 0�175 0�125 0�2 0�3
�

������ � ������ ������ ���
�������� ���������� �������

xi (0; 2] (2; 4] (4; 6] (6; 8] (8; 10]

ni 5 14 16 11 4
.

������ �������� ��������% �������

����	
����
xi (0; 2] (2; 4] (4; 6] (6; 8] (8; 10]

wi 0�1 0�28 0�32 0�22 0�08
�

&'!



������� ���� ����������� ��������	�

������ �� ������ ���	
���� ����	� 
�����	�� �� ����� 
�����	�

��� ���	
���

xi 1 4 8 13 19 26 34

ni 5 14 17 22 25 11 6
.

����	
���� F 	(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 �
� x � 1;
0�05 �
� 1 < x � 4;
0�19 �
� 4 < x � 8;
0�36 �
� 8 < x � 13;
0�58 �
� 13 < x � 19;
0�83 �
� 19 < x � 26;
0�94 �
� 26 < x � 34;
1 �
� x > 34.

������ �� ���������� ���	��� ������ �� ����� 
�����	��� ���	
���

xi 3 5 8 14 16 20 22

ni 32 41 18 56 23 12 47
.

����	
���� ������� ���	��� ������ ���
����� �� 
���  !�

�

�
�

��

��

��

��

��

��

��

ni

� � � �� �� �� �� xi

� �
�

�

�
�

�

���� ��

!"#



������ ��� �������� ����������	
 ����������

������ �� ���������� 	�
��� ������� ������ �� ���� ���	����


�� ��������

xi 1 7 11 12 18 26 31

wi 0�15 0�2 0�1 0�15 0�1 0�05 0�25
.

����	
��� �������� ���� ��� ������� ������� ������ �������

��������

�	���
	�� ������ 	�
��� ��	������ ����������� ��������

� ���� � �

�

�
�

����

���

����

���

����

wi

� � ���� �� �� �� xi

� �
� � � �

�

���� ��

������ �� !������ ����� ������
��� ���	���
�� �������

(xi; xi+1] (5; 10] (10; 15] (15; 20] (20; 25] (25; 30] (30; 35] (35; 40]

ni 34 12 23 18 42 30 7
.

���������� ���������� �������

�	���
	�� ����� ���������� ������ �������� � ���� �"�

#$%



������� ���� ����������� ��������	�

�

�
�

���

���

���

���

���

���

���

nh
i

� �� �� �� �� �� �� �� xi

���� ��

������ �� ������� ��	�
� �����	��� �������

xi 5 11 17 23 29 35 41

ni 26 54 33 67 39 21 10
.

����	����� ���������� ��	
��
�� �������

����	
���� ����
� ���������� �������
�� ������
����� �������
�


� ���� ���

�

�
�

�����	

�����
����	�

�����
�����

�����

�����	

wh
i

� � �� �� �� �� �� �� xi

���� ��

���



������ ��� �������� ����������	
 ����������

������ �� ���� �����	
� �� ��� ��� ��� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

�� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

�� ��� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �� ��� ��� ��� �� ��� �� ��� ���

�� ������ �����	� ���
�
���� ����������� !����!��"�� ��#$

�����% ����&�� � &�!��&���
 "�!����

����	
���� '���������� !����!��"�� ��#����� �����	� ��	� �

����� ������	
�

i

�	������ ������	


(xi, xi+1]

���	 �	���

�	��	�� ������	
�

ni

� ����� ����� ��

� ������ ����� ��

� ������ ����� ��

� ������ ����� �

� ������ ����� �

� ������ ����� �

� ������ ����� �

(
	��� ����&�� � &�!��&���
 "�!��� #����)��� ���������� �� ��!� �

� ���

�

�
�

�

�

��
��

��

ni

��� ���� ���� ���� ���� ���� ���� x���i

� �
�

� � � �
���� ��

���



������� ���� ����������� ��������	�

�

�
�

����

����

����
����

���	

nh
i

��� ���� ���
 ���	 	��� 	��� �	�� �
�
 xi

���� ��

������ ��� ������ �����������	 
������ ���
���

xi 2 3 5 8 11 12 18

ni 2 7 15 32 21 14 9
.

���	�� ���
���� ��
����� ���
���� �����
�� �� ��
���� ����

�
������ ��������� ���
���

���	
����� x� = 9�17� D� = 15�5811� σ ≈ 3�95�

������ ��� ������ ���
������	 �����������	 
������ ���
���

(xi; xi+1] (1; 3] (3; 5] (5; 7] (7; 9] (9; 11] (11; 13] (13; 15]

wi 0�15 0�05 0�2 0�1 0�05 0�25 0�2
.

���	�� ���
���� ��
����� ���
���� �����
�� �� ��
���� ����

�
������ ��������� ���
���

���	
����� x� = 8�8� D� = 17�76� σ ≈ 4�214�

������ �� �� ������ � ��
��� ������
��� ���������� ����
��

�� ������� ���������  ������ ��������� ������ � ���������� !�

��������� �������� � �����"�

#$%



������ ��� �������� ����������	
 ����������

�� ����� �����	
��

��
�
���� ���
��������

��	�	��� ����
�

��

� � � �� �� �� ��

��	����
� ��	�	����


� !�� 
� � � � � � �

�� ����� �����	
�� ��
�
���� ��
����� ���
�����
� �� ������

��� ��� ������ ���
���� ��� �������
���
� ��
	������ �������

�� ���� �������� ���� ����	�����

���������� ��   ��� �����	
���

�	�	
	 ��� !����� ��
	�������� 
�
�
�"��� �������� �������#

(xi, xi+1 (4; 8] (8; 12] (12; 16] (16; 20] (20; 24] (24; 28] (28; 32]

ni 3 6 6 10 14 5 1
.

!���
� �	������ ����� ����������� �����$�

���������� Me = 19% Mo =
276
13

≈ 21�23% R = 28�

�	�	
	 �� !���
� �	
���� ����
��� ��������	 	�	��� 
� ���������

���	��� ��� 
���&� ��������� ������� ���&� n = 100#

xi 40 45 50 55 60 65 70

ni 12 18 20 24 14 7 5
.

��	����	� '� $����� ���� �����
� ���"	��� "	
�	�
�� ������
�#

C = x4 = 55�

���������� x� = 52�55% D� = 65�7475�

�	�	
	 ��� !���
� �	
���� ����
��� ��������	 	�	��� 
� ���������

���	��� ��� 
���&� ��������� ������� ���&� n = 100#

xi 5 7 10 11 14 15 18 20 22 25

ni 6 8 11 18 22 11 7 7 5 5
.

 ( 



������� ���� ����������� ��������	�

��������� ������� ���	 
������ � ����	 �������� 
������
�� ��

������ ���	 ������ ������� �������� ����	��� 
�������� ��� ���

������
 ���
������ �������
� ������� ������� �������

����	���
� x� = 14�08� D� ≈ 20�06�

������ ��  ���� !�����! ��! ���
����� ������" � ���
����� ����

����
# � ����! ����������! ������
��! ���
��� ������ n = 100$

xi 42 49 56 63 70 77 84 91 98 105

ni 2 5 8 19 26 14 10 8 5 3
.

��������� %� ������ ���	 ������ ������� ������ ��
���$ C =
= x5 = 70�

����	���
� x� = 72�45� D� = 194�4075�

&'(



������ ��� ����������� �	��
� ��������� ���������

������ ��� 	
�
�
���� ������

������
��� ���������

����� ������� �	�
��

������������ �	��
�� Θ	 ���������� �	
	���
	 Θ ���
�������

�������� �	���	��� ������� f(X1, X2, . . . , Xn) ��� ������
����	�
��� ���	������ ������ X1, X2, . . . , Xn�

���
���� �	���	��� ��	������� ������� ��	 ����		����� �����
������ ����� Θ	 = f(x1, x2, . . . , xn)� �� x1, x2, . . . , xn � 
������	�
�� n ������
����� �	� ���������� ���	��� ���	������ ������� X
 ��!�
�	"�

��������� �	���	��� ������ ������ Θ	� �	���	���� ������
�	��� ���� ��
����� ������	���� �	
	���
� Θ �
� !��������� �!�
���� ��!�
��#

M(Θ	) = Θ.

������� �	���	��� ������ ������ Θ	� �	���	���� ������	��
�� ���� �������� ��� ������	���� �	
	���
	 Θ#

M(Θ	) 
= Θ.

��������� �	��
�� ������������ ���������� ������������
����������� � ��!�
���� ��
����

x� =

k∑
i=1

nixi

n
,

�� ni � 	����	 �	
�	��� xi$ xi � �	
�	��	 ��!�
��$ n =
k∑

i=1

ni � �!���

��!�
���

���������� �	 %�&� �	
�	��� xi ��!�
�� � ���� �������� 	!�
���� �	����  !�������� �� ����" ���	��� �� ��� ��
�&���� 
���

	������ �������� �������  � 
	�� ������� ���'����� ���� � ���	��"
��� ������ �	
�	��� ���� ( �� �	�� ���� C  �� C ����	 ��!
	��

)*+



������� ���� ����������� ��������	�

�������� �	
�� ��������� ��	��	��� ��
����	�� ������������ �����
����� �����	�	 �� ���� ��	���	� �� ���� �	
�� � ������	�	� �� ����
� �� 
��� �	
�� b ��� b ����� �	����	 ������� � 
������ �������
����� ������	 �� �����	� �������

ui =
xi ± C

b
(ui = xib).

!���

x� = b

k∑
i=1

niui

n
∓ C = bu� ∓ C

(
x� =

k∑
i=1

niui

bn
=

u�
b

)
.


������ ���	� ���������� ��������� " �	������� �	
���
��

D� =

k∑
i=1

ni(xi − x�)2

n
.

#� ������ ������� �
�����	

M(D�) =
n − 1

n
D�.

$�� ���	
����� �	�������% �	
���
�% ����� 
���	
���	
� ���� 
������& '������&

D� = x2
� − x�

2 =

k∑
i=1

nix
2
i

n
−

( k∑
i=1

nixi

)2

n2
.

���������� �	 (��� �������	 xi �	����	 " ���� ���	�	�	 ���
���� ���	�	 ���	���	�	 �� ����� �	
���	 �� ��� 
�������� ����
�������� �������� ������	 �� ���� ���	�	� ���)"��	� �	
�� � �����	�
��� �����% �������	 ���� � �� 
��� �	
�� C ��� C ����� �	����	
�������� �	
�� ��������� ��	��	��� ��
����	�� ������������ �����
����� �����	�	 �� ���� ��	���	� �� ���� �	
�� � ������	�	� �� ����

*+,



������ ��� ����������� �	��
� ��������� ���������

� �� ���� ����	 b 
�� b �	�� ������� ��������� ������� ��������
�	��	 ������� �	 ��	���� �������

ui =
xi ± C

b
(ui = xib).

�	��

D� = b2

(
1
n

k∑
i=1

niu
2
i −

1
n2

( k∑
i=1

niui

)2
)

= b2(u2
� − u�

2)

(
D� =

k∑
i=1

niu
2
i

b2n
−

( k∑
i=1

niui

)2

(bn)2
=

u2
� − u�

2

b

)
.

��������� �	��
�� ����������� ��������� � ���������� �����
��

�� ���������

s2 =
n

n − 1
D�.

�	������
n

n − 1
��������� ������
�� ������� 

������� �� ! "��������	# ������	��� 	������	 ����� ������� 	�$
��"� n = 100%

xi 50 80 90 110 120 140 170

ni 12 7 6 6 15 24 30
.

!����� �����&��� 	'���� "��������	"	 �������	"	 

����������� (����&��	� 	'���	� "��������	"	 �������	"	 x� � ��$
����	�� ������� x� )������� �������� ������� � �������� ��������
��������	 �	 ��	���� �������

ui =
xi − 110

10

*+,



������� ���� ����������� ��������	�

��� C �� �����	� 
������ ������� �������� x4 = 110� � �� b �
���	� ��� ����	��� ��� �������� ������ �������

u1 =
x1 − 110

10
=

50 − 110
10

= −6; u2 =
x2 − 110

10
=

80 − 110
10

= −3;

u3 =
x3 − 110

10
=

90 − 110
10

= −2; u4 =
x4 − 110

10
=

110 − 110
10

= 0;

u5 =
x5 − 110

10
=

120 − 110
10

= 1; u6 =
x6 − 110

10
=

140 − 110
10

= 3;

u7 =
x7 − 110

10
=

170 − 110
10

= 6.

��� ����� 	��� 
����� �������� ���� �

x� = b ·

7∑
i=1

niui

n
+ C = 10 ·

7∑
i=1

niui

100
+ 110 =

=
12 · (−6) + 7 · (−3) + 6 · (−2) + 6 · 0 + 15 · 1 + 24 · 3 + 30 · 6

10
+

+ 110 =
−72 + (−21) + (−12) + 0 + 15 + 72 + 180

10
+ 110 =

=
162
10

+ 110 = 126�2.

������� �� ! ����	���� �"�"������ �������� ���" ������" ��#
���" n = 100�

xi 0�002 0�004 0�006 0�008 0�01 0�012 0�014

ni 7 29 35 12 9 5 3
.

!����� 
��$�" �%���" ����	���� ��������&


���������� !��$��' �%����' ����	���� �������� D�  �������#
�� �������� D�& (���	��� �������� �������  ��	��� �	�
����� ��
�"	� ���	���� ������ �� "�����) �������

ui = xi · 1000

�*+



������ ��� ����������� �	��
� ��������� ���������

��� b ������	 
���	 ���� 	������� � ���	�� ���� �� 	�������	 ����

������

u1 = x1 · 1000 = 0�002 · 1000 = 2; u2 = x1 · 1000 = 0�004 · 1000 = 4;
u3 = x1 · 1000 = 0�006 · 1000 = 6; u4 = x1 · 1000 = 0�008 · 1000 = 8;
u5 = x1 · 1000 = 0�01 · 1000 = 10; u6 = x1 · 1000 = 0�012 · 1000 = 12;

u7 = x1 · 1000 = 0�014 · 1000 = 14.

����� �	��� ����	 ������ ������	��  �������!�

D� =

7∑
i=1

niu
2
i

b2n
−

( 7∑
i=1

niui

)2

(bn)2
=

=
7 · 22 + 29 · 42 + 35 · 62 + 12 · 82 + 9 · 102 + 5 · 122 + 3 · 142

10002 · 100
−

−
[
7 · 2 + 29 · 4 + 35 · 6 + 12 · 8 + 9 · 10 + 5 · 12 + 3 · 14

1000 · 100

]2

=

=
28 + 232 + 1260 + 768 + 900 + 720 + 588

100000000
−

−
[
14 + 116 + 210 + 96 + 90 + 60 + 42

100000

]2

=

= 4496 · 10−8 − 394384 · 10−10 = 5�5216 · 10−6.

������� �� "�  ����� ������� 	����� n = 21 ���� ��	 ������	��
 �������! D� = 5#

"����� �����$��� 	����� ���������	%  �������%#

������������ &����$��	! 	����	! ���������	%  �������% � ������'
����  ���������

s2 =
n

n − 1
D� =

21
21 − 1

· 5 = 5�25#

������� 	� ( ���������� ��������
��)  	��� ���� ���� �	�	% ��'
��
��� X 	������	 ���� �������� *+� *,� *-� *-� *-� *,� *+� **� *-� *,�

.+



������� ���� ����������� ��������	�

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

��	
�� ������� ������ ���	������ �������� �	 ���	�����

���������


���������� ��	
��� ����� ������� n = 50� !��"�"#�� ��	�����$%

��
 �������� ������� 

xi 44 45 46 47 48

ni 6 11 23 7 3
.

��������� n = 6 + 11 + 23 + 7 + 3 = 50�

&������' ������' ���	������ �������� # �������� ���%

�#

x� = 46 +
−2 · 6 + (−1) · 11 + 0 · 23 + 1 · 7 + 2 · 3

50
= 46 − 10

50
= 45�8.

(�� ��	
�� ������" �����" ���	����� �������� ) ����	��%

�" ��������" �������'� ����	$��� ��������" �������' 
 �����*�%

�� �� �	 ����	��" +���� 

D� =
(−2)2 · 6 + (−1)2 · 11 + 02 · 23 + 12 · 7 + 22 · 3

50
−

−
[
(−2) · 6 + (−1) · 11 + 0 · 23 + 1 · 7 + 2 · 3

50

]2

=

=
54
50

−
[−10

50

]2

= 1�04;

s2 =
50
49

· 1�04 =
52
49

≈ 1�06.

,�*� ��������� �����	�� ���	������ �������� �	 ��%

�	����� �������� #

x	
�

= 45�8- D	
�
≈ 1�06�

./�



������ ��� ����������� �	��
� ��������� ���������

����� ����� 	�	�
���

������ ������ ����������� 	�
���� ������ ������	� ��	���
�� ����� ��� ��
������ �������� ������	��� �������� ���������
��������	� ���������� 	����	
�� 	� �����
�� �����	�

���� �������� ����
��	��� ���� ������	���� 	� ��� ������
������  ��� ����� ��������	� ��	���	
�� ���������� �� �����
������ ����������!

M(X) = x�,

� ��	�� �� ����� �������� ����
��	� "����� 	�
���� ������ �����
������ ������	���

���� �������� ����
��	��� ����� ������	���� 	� #� 	�
����
����� �������	� �� ��	�� �������{

M(X) = x�,

D(X) = D�.

$��� 
��	��� �� ������� � ��	���	
�� ���������� 	� ������
���� ��� ��������	� ���������� �� ���������� ���������� 	� �����
����# �������#�

������� �� %������� ���
�� X &�������	� ��������� ��	��� 
� ���	�# 	�����' ����������� �� ������� (������� � ������	��� λ�
) ������	�	� �	�	�	
�� ���������� �	����� 	�� �	�	�	
� 
�������� �������	� ��������� ��	��� � n = 1000 ���	��� 	�����!

��������� ��	�
�	�� ���	��� � � � � � � �

��������� �	���� �
�	�� ��� ��� ��� �� �� � �
�

*�� 	 ��	���� �����	�� 	�
���� ������ ���������� ������	��
λ ��������� (��������

������������ +������ �������� (������� �����	� �"� ��� �����
�� ������	��� 	� ���������� ��	���	
�� ���������� 	� ��������
�������� ,�	���	
�� ���������� ��������� (������� ��������  ���
������	��!

M(X) = λ,

-..



������� ���� ����������� ��������	�

� ��������� 	���
��

x� =
0 · 505 + 1 · 284 + 2 · 131 + 3 · 63 + 4 · 12 + 5 · 3 + 6 · 2

1000
= 081.

���� �������� ������� ����
����� ��������� λ �����
��� ���
�		��� ��
� ������

λ	 = 081�

������� �� ����
���� �������� X ����	� 
���	��� ��
��� ����
��
����� �� ������!��� �����
���� � ����������� a σ� " �����!���
�� 	����	�����# 
�	��
���! �������� ����$ 	����	�����$ �����
��
���	�� 
���	��# ��
�$ 
�% n = 1000 �	��&

������ �� ���	
���	 ����

(145; 155] �

(155; 165] ��

(165; 175] ��

(175; 185] �

(185; 195] �

(195; 205] ��

(205; 215] ��

'��$�� ����
�� �������� ������� ������ ����
���# ����������
a σ ������!���� �����
����


���������� ����������� ��������!��$ 	����	�����$ �����
�� ��
�������$ ������(� %� �������� 	���
��� ��	�����# ����������&

������ �� ��� ��� ��� ��� ��� �� ��

���	
���	 ���� � �� �� � � �� ��
�

�	���!�� ������!��$ ����� �����
��� �������! ��
 
��# �����
������ �������� ���$�� ��������� 	���
�� �� ��������� 
�	���	�� �
����� �������%�� �# ��
����
�� 
� ������������� 	��
�����% $ 
�	�
���	���

)**



������ ��� ����������� �	��
� ��������� ���������

��������� �� ����	
� ����	�

ui =
xi − 180

10
�xi � ���� ���
	
��

u1 =
150 − 180

10
= −3; u2 =

160 − 180
10

= −2;

u3 =
170 − 180

10
= −1; u4 =

180 − 180
10

= 0;

u5 =
190 − 180

10
= 1; u6 =

200 − 180
10

= 2;

u7 =
210 − 180

10
= 3.

�	������ �
������ �����	� �� �
������ �
�������

u� =
−3 · 24 − 2 · 112 − 1 · 263 + 0 · 322 + 1 · 202 + 2 · 66 + 3 · 11

1000
=

= −0�192;
x� = 10 · u� + 180 = 178�08;

D� = 102 · ([(−3)2 · 24 + (−2)2 · 112 + (−1)2 · 263 + 02 · 322+

+ 12 · 202 + 22 · 66 + 32 · 11]/1000 − [−0�192]2
)

= 145�5136.

������
 �������� a 	������	��� ����	� �������� � �������
 
!	
� ������		"�� � �������� σ � �����	� �������
!	
� ���
�� 
		"�� �� �#	���
 #
� ��������� �

a	 = x� = 178�08$ σ	 =
√

D� =
√

145�5136 ≈ 12�0629%

����� ����� �	
������ ��	�������������

����� ���������� ��
��������� ���������������� ���"��� � �	� 
���&�		 ����
���� '�	�#( ��	��� ��� ������ �#	���	
� ���� 
�����%

��
����
��� )� X � �
�����	� �
������� ���
!
	� � ����
�
����	�� ��������� ��	�� 	�� 	�����
� �������� Θ� "�
� �
�	�!�� 
���" #�� ����	 ��������% �� ��	
�
 �
���
 x1, x2, . . . , xn� ���
��	�(

*+,



������� ���� ����������� ��������	�

� ���������	 
��
������� ��� ���������� ��������� X� �����	���
������ ������� ��	��� Θ	 = Θ	(x1, x2, . . . , xn) ��������� Θ�


��	��� �������������� ���	������ �����	���� �������� ���
������� �����	� ��������� Θ

L(x1, x2, . . . , xn; Θ) = p(x1; Θ) · p(x2; Θ) · . . . · p(xn; Θ),

�� p(xi; Θ) � 	���	��	
�� ����� �� � ���������	 ����������� ������
���� �������� X ������ ������� xi�

���	�� ��������� ��� ��	��������� �������������� �������
��� Θ ��������� ���� ���� ������� Θ	� ���  ���� �����	 �����
�����	���
�	 ��
 ��! 
���� ���
������

������������ ���	��� �������������� ��������� �����	�
lnL�

"
�	���� �����	# L 	 lnL ��
 ����� 
���� ���
����� ��� ������
� ���� 
����� �������	 ��������� Θ� ����	��$��� �����	$� ������
���� ���
���� �����	# lnL� � �� L�

%��� ��������� �������� X ����������� �� �	����� ����!��
 
�	���	
�� ������	�� ����	���
��� f(x)� � ���	����� � ��������� �	�
 ���� ������� � �	���	
���


��	��� �������������� ����������� �����	���� �������� ���
������� �����	� ��������� Θ

L(x1, x2, . . . , xn; Θ) = f(x1; Θ) · f(x2; Θ) · . . . · f(xn; Θ).

"�	��� ����	��$�# ���������	���
�	 ���	������ ��������� ����
���	�� ����������# ���������# �������� $������ ��� 
����  � 	 �
���	 ��
������# ���������# ��������� � 
���&

'( ���������� ���	���
d ln L

dΘ
)���

dL

dΘ
(*

+( ������ �� �����	 Θ	
i �	�� �� 

d lnL

dΘ
= 0 )���

dL

dΘ
,-(� .	 �	�� ��

� ��������� ��������� �������������� *

/( ���������� ����� ���	���
d2 lnL

dΘ2
)���

d2L

dΘ2
(� 0��	�� Θ	

i �	�� ��

� ���������	���
�	� ��  ���� ����� ���	��� �	�1!���� ������
 � ��	��� Θ	 ����	��$�# ���������	���
�	 ��������� Θ�

+-+



������ ��� ����������� �	��
� ��������� ���������

���� ������	� Θ 
���������� 	��	� Θ = (Θ1,Θ2)� 	� 
�� �
���
����� ��������� ������ ����
���
����	 ����
��	�  ���������	�
���	��� ������⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
∂ lnL

∂Θ1
= 0,

∂ lnL

∂Θ2
= 0

���

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂L

∂Θ1
= 0,

∂L

∂Θ2
= 0.

������� �� ����
���� ���� ��� X !�����	� ��	�"� ������"� ���
��
� � �
�� �������# �����
���� �� ������� $������� � ���
��
��� ������	��� λ% & ������	�	 �	�	��	� ��' 
���
(��� �	�����
�� 	���� ����� ��� �����
� ������	 ��	�"� ������"� ����
� �
n = 1000 ��������')

xi 0 1 2 3 4 5 6

ni 554 324 98 19 3 1 1
.

*���	� ��	�
�� ��������� ����
���
����	 	� ���� ����� ���
�
���"� ������	�� λ �����
�� $�������%

������������ +������ ����
���� ���� ��� X �����
���� �� �����
��� $�������� 	� ������ ����
���
����	 ��, ��"��


L =
(

λ0e−λ

0!

)554 (
λ1e−λ

1!

)324 (
λ2e−λ

2!

)98 (
λ3e−λ

3!

)19

×

×
(

λ4e−λ

4!

)3 (
λ5e−λ

5!

)1 (
λ6e−λ

6!

)1

=
λ600e−1000λ

2133 · 325 · 52
.

*������� ��"����� �� ������ ����
���
����	)

lnL = 600 ln λ − 1000λ − ln(2133 · 325 · 52).

����� ��� ��'
�� ��"����� ��� ������ �����
�� �� λ)

d lnL

dλ
=

600
λ

− 1000.

-./



������� ���� ����������� ��������	�

����������� �� 	
 ���� ����	��
 �	���� �
���� �������� �����
	
�
	���
����

λ	 = 06.

�������� 	���� �
��	�� �
������� �
� ����!�� ����	
�
	���
���

d2 lnL

dλ2
= −600

λ2
< 0

���"	� ��	#���� �
 �
�
$ 
!���
$ ����������
� ����	
�
	���
���
��������� λ �
��
	��� �����
�� ��	�

λ	 = 06%

������� �� &���	�
�� ���� ��� X '	
�"��� 	�����( �
��
	�����
�� �
�������� ���
�
� � ����	
���� ����������� a σ% ) �������
���� �������� ��� 	
���	"��� 
������
 ����� ������ ��� �
��
	��
	
�"��� n = 1000 	�������

������� ��	�
�� � ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

��
���	� ��	�
�� � �� ��� ��� ��� �� �
�

*����� ���
	
� ��������
� ����	
�
	���
��� �
 �
�� 
!���� ���
��	
��� ���������� a σ �
������
�
 �
��
	���%


���������� +�������� �
��
	��� ��
����
���� ����	�
�
� ���� ��
�� X

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−a)2

2σ2 .

*������
 ����!�$ ����	
�
	���
����

L =
(

1
σ
√

2π
e−

(5�1−a)2

2σ2

)7 ( 1
σ
√

2π
e−

(5�2−a)2

2σ2

)78

×

×
(

1
σ
√

2π
e−

(5�3−a)2

2σ2

)289 ( 1
σ
√

2π
e−

(5�4−a)2

2σ2

)392

×

,-.



������ ��� ����������� �	��
� ��������� ���������

×
(

1
σ
√

2π
e−

(5�5−a)2

2σ2

)195 ( 1
σ
√

2π
e−

(5�6−a)2

2σ2

)36

×

×
(

1
σ
√

2π
e−

(5�7−a)2

2σ2

)3

=
(

1
σ
√

2π

)1000

×

× exp{[−7 · (5�1 − a)2 + 78 · (5�2 − a)2 + 289 · (5�3 − a)2+

+ 392 · (5�4 − a)2 + 195 · (5�5 − a)2 + 36 · (5�6 − a)2+

+ 3 · (5�7 − a)2]/[2σ2]} =

=
(
2πσ2

)−500 · e− 1000a2−10762a+28965�1
2σ2 .

�������� 	�
�������� ������ ���������������

lnL = −500 · ln 2πσ2 − 1000a2 − 10762a + 28965�1
2σ2

.

��������� ������� ����� 	�
��������� ������ ������	� ��

a  σ2�

d ln L

da
= −2000a − 10762

2σ2
;

d ln L

dσ2
= −500

σ2
+

1000a2 − 10762a + 28965�1
2σ4

.

���������� �� �� ��	�� ��� ���� ����!���� ������� �����"�⎧⎪⎨
⎪⎩

−2000a − 10762
2σ2

= 0;

−500
σ2

+
1000a2 − 10762a + 28965�1

2σ4
= 0.

#���!����� �����

a = 5�381; σ2 = 0�009939.

$�%�� ��������� ������� �������	"��� �������������� ����&

����� a� σ �����	"��
� ������	� '

a	 = 5�381( σ	 =
√

0�009939 ≈ 0�1)

*+,



������� ���� ����������� ��������	�

����� �����	
��� �����


���������� ��������� �	
��� ��� ������������ �������� 
�����
������

�������� ��������� 
������� (Θ1,Θ2) � ���� 
� ������� ���
��
�
��� α �
���
��
��� �������� �� �����	
� ��������� �	
�������
�������� Θ�

P(Θ1 < Θ < Θ2) = α, α → 1.

�� 
���������� ����	�� � ���������� α ������������� ������

����� a �������� ����������� �����	���� ������� X �� ���

���	���� �������� x� ��� �������� ���������� 	������������

��������� σ ��������� ���
���� 
�������

x� − t
σ√
n

< a < x� + t
σ√
n

,

�� t
σ√
n

= δ  ����
��� �	
���! t  �������� ��"������ #���	
$

%������ Φ(t) ����� �� ��� ����� Φ(t) =
α

2
! n  ����" ���
���!

��� ���������� σ ��� ����"� ���
��� n < 30�

x� − tα
s√
n

< a < x� + tα
s√
n

,

�� tα ���&����� �� ���� ' �� �������� n 
 α! s  (����������)
���
����� ������� ����������� �
�&�������

*� 
���������� ����	�� � ���������� α ���������� 	��������

����� ��������� σ �������� ����������� �����	���� ������

�� X �� ����������� �����	���� �������� 	�����������

���������� s ��������� ���
���� 
�������

s(1 − q) < σ < s(1 + q) ��� q < 1;
0 < σ < s(1 + q) ��� q > 1,

�� q ���&����� �� ���� + �� �������� n 
 α�

*,-



������ ��� ����������� �	��
� ��������� ���������

�� ������������ �	��
�� � ���������� α �������� ����������

p ������������ ��������� �� ��������� �������� w ��������	

������ �������

p1 < p < p2,


�

p1 =
n

t2 + n

⎛
⎝w +

t2

2n
− t

√
w(1 − w)

n
+

(
t

2n

)2
⎞
⎠;

p2 =
n

t2 + n

⎛
⎝w +

t2

2n
+ t

√
w(1 − w)

n
+

(
t

2n

)2
⎞
⎠;

n � �����	�� ���	����	 ���������	� t � �������� ��������

������� �������  
�
� !"# �� ����� Φ(t) =
α

2
� w =

m

n
� ��
$

����� �������� m � ���	����	 ���� ��
���

���������� �	 %� ������& ��������& n  ���	�� �����	" ��'��
������� �� ��'� 
������� �������� ���� ��������(

p1 = w − t

√
w(1 − w)

n
; p2 = w + t

√
w(1 − w)

n
.


����� �	 )����� 
������ ������� � ��
������� *#+, 
�� ����$
�� ����
����� ������������� ���
������ a �����	�� ����
������
����
����� �������� X# ��-� 
������� ��.� ����
����� ��������
σ2 = 16# �������� ���
�. x� = 15# � ����� ������ n = 25�

������������ %������ ��������� 
������ �������

x� − t
σ√
n

< a < x� + t
σ√
n

.

/�� �	��� ��������� �������� t � σ� 0� ������
��1����

Φ(t) =
α

2
=

0#95
2

= 0#475

2*3



������� ���� ����������� ��������	�

�� ���� � �������	�

t = 1
96.

������ ���������� ����������

σ =
√

σ2 =
√

16 = 4.

����������� ��� ��������
 ���	��	� ������� ������� ��������

15 − 1
96 · 4√
25

< a < 15 + 1
96 · 4√
25

,

�����

13
432 < a < 16
568�

������� �� � ������� ��������� ��������� ��	���  ��	 	��

���� 	���	������ ��	� ����! ��������	� ��� ��"�
 #�� � �����$

����% &
'' �������� �(���� 	���	������"� ���������� a ���������!
�������� X
 #� ���������� ��������� "����� ��	��
 �� ������$
��	 ������	 ��������� ε = 1 "��
 ��#� ����	� ������ ����������
���������� ���������! �������� X� σ = 3 "��) *��+������
 #� ��$
������� �������� X 	�� ��	������ ����� ���������


���������� ,������� ������� ������� ��� 	���	������"� �����$

����� a ���������! �������� X ������%����� �� -�	���%

x� − t
σ√
n

< a < x� + t
σ√
n

,

�� �������� ε �(���� ������������ ����

ε = t
σ√
n

.

������ ���	��	� -�	��� ��� ���������� 	���	�����"� ����"� ��$

����
 ���� ���������� ������ �������� �(��%������

n = min{n : n > t2
σ2

ε2
}.

.&/



������ ��� ����������� �	��
� ��������� ���������

�������� t �	 
������������

Φ(t) =
0�99
2

= 0�495

	� ���� ��

t = 2�58.

����� ����������� ��
�� �������

n = min{n : n > 2�582 · 32

12
= 23�22} = 24�

������� �� � ��	������� 
����
����� ��
������� ���������! ��"

������ X �������� ������� ��
��� n = 25 �	 ����� 
����
������

��	��������

xi 0 1 2 3 4 5 6

ni 1 3 4 6 5 4 2
.

������ 	 �������
�# α = 0�99 ����������� �$���� �������������


��������� a ���������! �������� X 	� ���������� 
�������� %��"

��&��
�� '� ��������� �������� X ��������� ��	���������

������������ (�� ��� 	����� �������� �������� ��� �����������"

�� 
��������� a ���������! �������� X 	� )������#

x� − tα
s√
n

< a < x� + tα
s√
n

,

���� ���� ��	������ ��������� 
�����& x�� *����������+ ���������


�����& ����������� ��� ������ s � tα 	� ���� ,�

x� =

7∑
i=1

nixi

n
=

0 · 1 + 1 · 3 + 2 · 4 + 3 · 6 + 4 · 5 + 5 · 4 + 6 · 2
25

= 3�24;

s =
√

n

n − 1
D� =

√√√√√√√ n

n − 1

⎛
⎜⎜⎝

7∑
i=1

nix
2
i

n
− [x�]

2

⎞
⎟⎟⎠ =

-./



������� ���� ����������� ��������	�

=

[
25

25 − 1

(
02 · 1 + 12 · 3 + 22 · 4 + 32 · 6 + 42 · 5 + 52 · 4 + 62 · 2

25
−

− 3�242

)] 1
2

=

√
25
24

· 2�5024 ≈

≈ 1�6145;
tα = tα(n, α) = t0�99(25; 0�99) = 2�797.

������� �	
���� �����
��

3�24 − 2�797 · 1�6145√
25

< a < 3�24 + 2�797 · 1�6145√
25

,

�	��	

2�337 < a < 4�143�

������� �� �� ������ 
������ 	����� n = 20 
������	 �
����
�

����� 
�����	
� ������� �
�������� 
��������� s = 2 �	������	

�	��	�����	 
�����	
	 
������ X�

������ �	
���� �����
�� ��� �������	�	 �
�������	�	 
�����

����� σ 
�����	
	 
������ X � ���������! α = 0�95�


���������� "�	���� �������	 �� �	�� # ������� q$

q = q(n, α) = q(20; 0�95) = 0�37.

%������� q < 1� �	
���� �����
�� ��� �������	�	 �
�������	�	


��������� σ 
�����	
	 
������ X � ���������! α = 0�95 	����!�

����� �� &	����	!

s(1 − q) < σ < s(1 + q),

�	��	

1�26 < σ < 2�74�

'()



������ ��� ����������� �	��
� ��������� ���������

������� �� � ���������	 
����
����� ��
�	���� ���������� ���

����� X ������� ���	��� ��
��� n = 15 	� ����� 
����
�����

������	����

xi 1 2 3 4 5

ni 1 4 6 3 1
.

����� � ��	�	
�� α = 0�999 	�������� � 	�� 
��������

������������ �	������ σ ���������� ������� X! "����#��
��

$� ��������� ������� X ������	��� �� �������� ������!

������������ %������� ������� �� ���! & ����� q 	 ����
����

'���������( ���	����� 
����# ���������� �	������ s�

q = q(n, α) = q(15; 0�999) = 1�15;

s =
√

n

n − 1
D� =

√√√√√√√ n

n − 1

⎛
⎜⎜⎝

5∑
i=1

nix
2
i

n
−

( 5∑
i=1

nixi

)2

n2

⎞
⎟⎟⎠ =

=

√
15
14

(
144
15

− 442

152

)
=

√
16
15

≈ 1�0328.

)
�	���� q > 1� ���	���� 	������ ��� 
�������� ������������

�	������ σ ���������� ������� X � ��	�	
�� α = 0�999 �����


��#��
� �� *�������

0 < σ < s(1 + q),

�����

0 < σ < 2�22!

������� 	� +��������
� ������	 ���������� � ��������� ���

��	����� ����	�	
�� p �
�	��!

����� ���	���� 	������ ��� � 	�� ����	��
�	 p � ��	�	
��

α = 0�99� ��$� � &, ���������� �
�	-��� ���� ./!

/..



������� ���� ����������� ��������	�


���������� ��� ���� ��� �	
��� ������� �	����
� �� ���	��

������	���� p� 	�����	� ���	
���� ���� ����� �	����
�� �
 ������
�
��

p1 =
n

t2 + n

⎛
⎝w +

t2

2n
− t

√
w(1 − w)

n
+

(
t

2n

)2
⎞
⎠;

p2 =
n

t2 + n

⎛
⎝w +

t2

2n
+ t

√
w(1 − w)

n
+

(
t

2n

)2
⎞
⎠.

�	
���� �	
��		� t �� ������	� �		�

Φ(t) =
α

2
= 0�495,

�������
� ��� �! "#

t = 2�58;

��	��	
 �
����


w =
12
50

= 0�24.

$���� ������� n = 50! %�������
� � �� �	
��		�� ���	
���� ��	��
�������� �	����
��#

p1 =
50

2�582 + 50

[
0�24 +

2�582

2 · 50
−

− 2�58

√
0�24(1 − 0�24)

50
+

(
2�58
2 · 50

)2
]
≈ 0�12;

p2 =
50

2�582 + 50

[
0�24 +

2�582

2 · 50
+

+ 2�58

√
0�24(1 − 0�24)

50
+

(
2�58
2 · 50

)2
]
≈ 0�42.

$����  ��
	�� ������� �	����
� �
���#

0�12 < p < 0�42!

&"&



������ ��� ����������� �	��
� ��������� ���������

������� �� ��� ��� ����	�

� ������� 	��� 	 ����
�� 	��	������
�� �� ���� ����
�� ����
��� ��� ��������� ���

�
���� � 
����
���� α = 0�95 �
���	���
� � �
�� �!�	��
���� �"
#���$�

� ����
�� �� ����	�

� 	 
�� ������� 	����

������������ %��
���!� 	��
��
� ������� �#���$�

� ����
��&

w =
24

1000
= 0�024.

�
����!� �
���

� t �� ��		��
�#�

�

Φ(t) =
α

2
=

0�95
2

= 0�475,

��������	#��� ���� �&
t = 1�96.

'��(�	����� �� ����) 	������ ������ 	������ *n = 1000+� ���
�������

� �
���
� ��
 �	 ��	����)� �
���	��� � �
�� �!�	��
����
�#���$�

� ����
�� 	��������,!� -��!���&

p1 = w − t

√
w(1 − w)

n
= 0�024 − 1�96

√
0�024(1 − 0�024)

1000
≈ 0�0145;

p2 = w + t

√
w(1 − w)

n
= 0�024 + 1�96

√
0�024(1 − 0�024)

1000
≈ 0�0335.

.�$�� #���
�� ��	����� �
���	�� �����&

0�0145 < p < 0�0335�

������ �� ������	 
�

	���
� �� /� )�
�����
�� ����
���� ����!�
� ���� 	������ ����)�
n = 100&

xi 0�03 0�04 0�05 0�06 0�07 0�08 0�09

ni 15 10 9 4 12 21 29
.

�
���� 
��!���
� � �
�� )�
�����
�)� �����
��)��

��0



������� ���� ����������� ��������	�

��������� ��������� �� 	
���� ������� ui = 100xi − 6�

����	���
� x� = 0�0667�

������ � �� ����������� �	�	������ ���
��� ���	 �����	 �����	
n = 100�

xi 260 300 340 380 420 460 500

ni 8 30 36 11 8 4 3
.

����� �
����	 �����	 ����������� ���������

��������� ��������� �� 	
���� ������� ui =
xi − 380

40
�

����	���
� D� = 3020�

������ �� �� ���
 ����� �����	 n = 51 �������� �������	
������� D� = 15�

����� ���
����	 �����	 ����������� ���������

����	���
� s2 = 15�3�

������ �� ! ���	������ ������"�� ������#��� ��������� ���$
"� X ���
��� ���	 �����	� %�%&' %�%(' %�%)' %�%)' %�%(' %�%*' %�%&'
%�%+' %�%*' %�%(' %�%(' %�%(' %�%)' %�%(' %�%&' %�%*' %�%(' %�%)' %�%+' %�%('
%�%(' %�%*' %�%)' %�%)' %�%&' %�%(' %�%)' %�%(' %�%*' %�%)' %�%&' %�%(' %�%('
%�%(' %�%+' %�%*' %�%)' %�%)' %�%(' %�%(' %�%+' %�%(' %�%)' %�%(' %�%&' %�%('
%�%*' %�%)' %�%(' %�%(�

����� ���
����� ����� ������������ ���������� �� �����������
���������

��������� ��������� �� 	
���� ������� ui = 100xi − 3�

����	���
� x� = 0�0282� s2 =
2869

24500000
≈ 0�0001171�

������ �� ,������� ���"�� X -��������� �������� ��
�������
	 ������ ��������� �� ��� ����. ����������� �� ������
 �	����$
�� � ����
����
 λ� ! ���	������ ������"�� ������#��� ���
�$
�� ���� ������"�� �������� ��������� �������� ��
������� 	
n = 1000 �����������

)&*



������ ��� ����������� �	��
� ��������� ���������

��������� ��	
���� �	�������� � � � � � � �

��������� ��	�	����� ��� ��� ��� �� �� � �
�

������ ����	�� ������
� ������ ��
�� ���
	����� ���������
λ �����	
�� ���������

���������� λ	 = 1�

�	�	
	 �� ����	��� �������� X �
��
��� ��������� �	�����
������� �����	
���� �� ������ �������� � ���
	���� ���������� λ�
� ���������
 ������������ 	���
	���� �������� ���� ���
������
�����	
� 
�����
 ���� � n = 1000 �	���� � ������!

xi 0 1 2 3 4 5 6

ni 82 208 261 217 136 68 28
.

������ ����	�� ����
��"�# ����	���	
�����
 ������ ��
�� ��$
�
	����� ��������� λ �����	
�� ���������

���������� λ	 = 2%433�

�	�	
	 �� ����	��� �������� X ����� �
�� 	������# �&	���� ���$
��	
���� �� ���������� ������ � ����������� a% σ� � ��������$
�
 ������������ 	���
	���� �������� ���� ������������ �����	
�
���� �
�� 	������� �&	�� 	� n = 1000 ��
��

�	�	 ���	� � ��������� ���!

(45; 55] ��

(55; 65] ���

(65; 75] ���

(75; 85] ���

(85; 95] ���

(95; 105] ���

(105; 115] ��

(115; 125] �

'()



������� ���� ����������� ��������	�

������ ����	�� ������
� ������ ��
�� ���
	���� ��������
�
a� σ ����������� �����	
���

��������� ����������� 
����������� ������������ �����	
� �� ���

����� 
 ������� 	� ������� ���
��� ui =
xi − 80

10
�xi � ���� �
��

��	�����

����	���
� a	 = 78�65 σ	 ≈ 15�18�

������ � !���	��� �������� X �	����
��� ������� ������ ����
��	
���� �� ���������� ������ 
� ���
	����� ����������� a� σ�
" ���������
 ������������ 	���
	#��� �������� ���� ���
������
�����	
� 	�������
 ������� n = 1000 ����$

��������� �	��	�
� � �� �� �� �� �� �� ��

��������� ����� � �� ��� ��� ��� �� �
�

������ ����	�� ���%
��&�' ����	���	
%����
 ������ ��
�� ���
�
	���� ��������
� a� σ ����������� �����	
���

����	���
� a	 = 35�3� σ	 ≈ 0�991�

������ �� ������ 	��
���� 
������� � ��	
��
��� (�))) 	�* ��
��
� ���
	����� ������������� ���	
����* a ��������� �����	
����'
����	���' �������� X� *+� 	������
* �
,' ����	���' ��������
σ2 = 25� ��%
���� ����	�, x� = 3� � �%�*� ��%
�� n = 36�

����	���
� 0�25 < a < 5�75�

������ ��� -� �	���� � ���� ������ �������
 ��������*����* 	��
���
� .�� ��, %��� �
�
������ 
��
��� 	������ 	�* ����� +�% �
��	
��
��� (�)/ ����
��� ��
�� ������������� ���	
����* a ����	�
���' �������� X� +� ����������, 	��#��� 	����
� �� ��%
�����
����	�
� ��������� ε = 3 ��� *+� �
	��� ����	�, ��	������� �
	�
������* ����	���' �������� X$ σ = 5 ��0 !��#�,���*� +� ����	�
��� �������� X ��, ���������� ���� �����	
���

����	���
� n = 11�
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������ ��� ����������� �	��
� ��������� ���������

������ ��� � ���������	 
����
����� ��
�	���� ���������� ���

����� X ������� ���	��� ��
��� n = 50 	� ����� 
����
�����

������	����

xi −3 −2 −1 0 1 2 3

ni 2 4 8 11 11 9 5
.

����� � ��	�	
�� α = 0�999 	�������� � 	�� ������������

���	��� a ���������� ������� X �� ���	������ 
����	�! "���

��#��
�� $� ��������� ������� X ������� ������	���!

����	
���� −0�349 < a < 1�229!

������ ��� �� ����� ���	��� ��
��� n = 25 ������ %�������

���& ���	����� 
����# ���������� �	������ s = 1 �������

������	���� ���������� ������� X!

����� ���	���� 	������ ��� 
�������� ������������ �	����

��� σ ���������� ������� X � ��	�	
�� α = 0�99!

����	
���� 0�27 < σ < 1�73!

������ �� � ���������	 
����
����� ��
�	���� ���������� ���

����� X ������� ���	��� ��
��� n = 10 	� ����� 
����
�����

������	����

xi −1 0 1 2

ni 1 3 4 2
.

����� � ��	�	
�� α = 0�99 	�������� � 	�� 
�������� ����

��������� �	������ σ ���������� ������� X! "����#��
�� $�

��������� ������� X ������	��� �� �������� ������!

����	
���� 0 < σ < 1�872!

������ ��� '��������
� ������	 ���������� � ��������� ���

��	����� ����	�	
�� p �
�	��!

����� ���	���� 	������ ��� � 	�� ����	��
�	 p � ��	�	
��

α = 0�95� ��$� � ()) ���������� �
�	*��� ���� +,!

����	
���� 0�193 < p < 0�364!

+(,



������� ���� ����������� ��������	�

������ ��� ��� ��� ���	
�
����� ����� � ������� ������
���

�
 �� ���� �������� �	���� � ���	����� ���	
����� ���

����� � ������� α = 0�999 ���	����� 
��!� ��
��	
���
�
"
� �
 �������� �	�� � �	
��� ���	
����� � ��������

���	
����� 0�0328 < p < 0�0812�



������ ��� �������� ����	
 ������	
 	 ������	


������ ��� 	�
�
�� 
���� �
��
���

� ���
�����

����� �������� �	�
�� ���� 	��	�����

������� ��	�����

���	����� �	������� �����
 �	�	
 ������	
 Y �� X �X � Y � �����	

��� �������� �� ���������������� ��������� ��������

yx − y = rxy
σy

σx
(x − x),

�� yx � ������ �������� x � y � �����
��� ������� �����
���� ������
X � Y ����������� σx � σy � �����
��� ������� 
���������� ����������
rxy � �����
��� 
��!�"���� 
����"�#� �������

rxy =

n∑
i=1

m∑
j=1

wijxiyj − x · y

σxσy
;

xy − x = rxy
σx

σy
(y − y),

�� wij � ���������  ���������� ����� �������� (xi, yj)� n � 
��	

���� ��������$���� ������� �����
���# ������� X� m � 
��
����
��������$���� ������� �����
���# ������� Y %

&
�� ������ ���# �������# Y �� X � X �� Y � ������ 
����"��
��������� �	�	����%

&
�� ���� ��������$��� ��� �����
����� ��������� X � Y ��	
���� 
����"� ��� ����"�� � ��������������� ����������� ��"��	
�� ���� �� �� ������� �������'

ui =
xi − C1

h1
; vj =

yj − C2

h2
,

�� C1 � (����� ���) ������� �����
���# ������� X� h1 � 
��

������� �����
���# ������� X �h1 = xi+1−xi�� C2 � (����� ���)
������� �����
���# ������� Y � h2 � 
��
 ������� �����
���# ���	
���� Y �h2 = yj+1 − yj�%

*+,



������� ���� ����������� ��������	�

� ����� ���	 
��	��
�� ���	�	��� ������	�

rxy =

n∑
i=1

m∑
j=1

wijuivj − u · v

σuσv
.

�������� u� v� σu� σv ��������� �� ���������

u =
n∑

i=1

wiui; wi =
m∑

k=1

wik; σu =
√

u2 − u2;

v =
m∑

j=1

wjvj ; wj =
n∑

k=1

wkj ; σv =
√

v2 − v2,

� ��� 
���	� 	�����	 ����� � ������� �����	
�
 ��!�� �	 ��������� ��"�� ������� ����� �� 
������� �	 
��#

���� �� �	
����� ��$���	�� �� ������$�! ������

x = uh1 + C1; σx = σuh1;
y = vh2 + C2; σy = σvh2.

������� ��  ����� 
��	��
� �	
����� ������ �	�	� ��$���	� Y ��
X �� ������ ������	���� ������	 %����� &'�

������� �

X
Y

nx
12 15 18 21 24

45 8 12 � � � 20

55 1 9 11 � � 21

65 � 3 15 14 � 32

75 � � 4 10 8 22

85 � � � 1 4 5

ny 9 24 30 25 12 n = 100


���������� (����
����� ������	��� ������!)

**+
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• ������� ������ ��	���
� ui =
xi − 65

10
� vj =

yj − 18
3



• ��� ���
�
� �������� ����	������ �����	���
����

�
��� �
	����� 
���� ��

������� �

U
V

wu−2 −1 0 1 2

−2 0�08 0�12 � � � 0�2

−1 0�01 0�09 0�11 � � 0�21

0 � 0�03 0�15 0�14 � 0�32

1 � � 0�04 0�1 0�08 0�22

2 � � � 0�01 0�04 0�05

wv 0�09 0�24 0�3 0�25 0�12 w = 1

�������� u� v�

u =
5∑

i=1

wiui =

= 0�2 · (−2) + 0�21 · (−1) + 0�32 · 0 + 0�22 · 1 + 0�05 · 2 = −0�29;

v =
5∑

j=1

wivi =

= 0�09 · (−2) + 0�24 · (−1) + 0�3 · 0 + 0�25 · 1 + 0�12 · 2 = 0�07.

��������� u2� v2�

u2 =
5∑

i=1

wiu
2
i = 0�2 · (−2)2 + 0�21 · (−1)2 + 0�32 · 02 + 0�22 · 12+

+ 0�05 · 22 = 1�43;

���



������� ���� ����������� ��������	�

v2 =
5∑

j=1

wiv
2
i = 0�09 · (−2)2 + 0�24 · (−1)2 + 0�3 · 02 + 0�25 · 12+

+ 0�12 · 22 = 1�33.

�������� σu� σv	

σu =
√

u2 − u2 =
√

1�43 − (−0�29)2 ≈ 1�16;

σv =
√

v2 − v2 =
√

1�33 − 0�072 ≈ 1�15.


�������
5∑

i=1

5∑
j=1

wijuivj 	

5∑
i=1

5∑
j=1

wijuivj = 0�08 · (−2) · (−2) + 0�12 · (−2) · (−1)+

+ 0�01 · (−1) · (−2) + 0�09 · (−1) · (−1)+
+ 0�11 · (−1) · 0 + 0�03 · 0 · (−1) + 0�15 · 0 · 0+
+ 0�14 · 0 · 1 + 0�04 · 1 · 0 + 0�1 · 1 · 1+
+ 0�08 · 1 · 2 + 0�01 · 2 · 1 + 0�04 · 2 · 2 =

= 1�11.

�������� ���������� ���������� ���������	

rxy = ruv =

5∑
i=1

5∑
j=1

wijuivj − u · v

σuσv
=

1�11 − (−0�29) · 0�07
1�16 · 1�15

≈ 0�85.


������� x� y	

x = u · 10 + 65 = −0�29 · 10 + 65 = 62�1;
y = v · 3 + 18 = 0�07 · 3 + 18 = 18�21.

�������� σx� σy	

σx = 10 · σu ≈ 10 · 1�16 = 11�6;
σy = 3 · σv ≈ 3 · 1�15 = 3�45.

���
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����������� ��� 	
���

 � ��������� ���


 ��
��
�� ���������
���������

yx − 18�21 = 0�85 · 3�45
11�6

(x − 62�1),

�����

yx = 0�25x + 2�56�

����� �������� 	
�
������ ���������

�
�
�����
 ��������

���	����� �	������� ����
 �	�	
 ������	
 Y 
� X �X � Y � ������
���� ������
�� �� ���������� �!�" 
�	��� �! ���




yx = f(x),

�� f(x) � ���� �������
��
� #�
�$�� % $!��� ��	� �����$� 
��
	��� �! �����	�	�����

&����

�� �������� ����������� ���


 ������ ��
�� �������� �
���	���� �	������ �������	���
 ������	
 Y 
� X'

yx = Ax2 + Bx + C.

(������� ��������� A� B� C ���


 ���������
�� �������� 	
�)��
��! 	 ����� ������� ���

!'⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A
m∑

i=1

nxi
x4

i + B

m∑
i=1

nxi
x3

i + C

m∑
i=1

nxi
x2

i =
m∑

i=1

nxi
yxi

x2
i ,

A
m∑

i=1

nxi
x3

i + B
m∑

i=1

nxi
x2

i + C
m∑

i=1

nxi
xi =

m∑
i=1

nxi
yxi

xi,

A

m∑
i=1

nxi
x2

i + B

m∑
i=1

nxi
xi + Cn =

m∑
i=1

nxi
yxi

,

�*"

�� nxi
� ������� �����
�� xi+ yxi

=

k∑
j=1

nxiyj
yj

nxi

� ����
� �����
�+

k � ���!����! ��������,�
�) �����
� ���������� ������
� Y + nxiyj
�

--.



������� ���� ����������� ��������	�

������� �������	 (xi, yj)
 n � ���� �	����	
 m � ��������� �������

�����	� ������� �	�������� ���	�	�	 X�

� ����� ���� ������� ��� 
��������� 	������� ����� 
����

	� �

�� �����	 �	�	 �������� Y �� X �������� �����	�� 	�����

����� ��������� � ����� ��� ������������ �	��������� ���������

�� �������	����� ����	���� �� ���������� �	��������� ����������

�������	����� ����	����!

ηyx =
σyx

σy
,

��

σyx
=

√
D����� =

√√√√ n∑
i=1

nxi
(yxi

− y)2

n
;

σy =
√

D� =

√√√√√ k∑
j=1

nyj
(yj − y)2

n
.

"��������� �	�����#��� ������ ������������ �������� X �� Y
� �	������� �������$�� ����� ��� ηxy X �� Y �

������� ��

X
Y

nx
2 3 5 7 8

12 5 � � 2 6 13

14 1 8 � 12 3 24

17 � 6 11 10 1 28

18 � 4 15 8 � 27

20 � � 7 1 � 8

ny 6 18 33 33 10 n = 100

%%&
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������� �� ������ ����	
��� 	����� ��	��������� 	��	����

yx = Ax2 + Bx + C

�� ������ 
�	�������� ������� ������ ����

������� ���� 
�	��������� ����
� �� �������� ����	
�����

�	��������� �����!����

������������ "
������ 	��	�#��
��� ������ ������ ����

������� ��

X nxi yxi
nxixi nxix

2
i nxix

3
i nxix

4
i nxiyxi

nxiyxi
xi nxiyxi

x2
i

�� �� ����� ��� ���� ����� ��	��� �� ��� �
���

�� �� ����� ��� ��
� ����� 	��	�� ��� ���� �����

�� �� ���	� ��� �
	� ������ ������� ��� ���� ����	

�� �� ���	� ��� ���� ������ ������� ��� ���� �����

�
 � ���� ��
 ��

 ��


 ���



 �� ��
 ���

∑
�

 ���� ����� ������ �����	� ��� ���� ����
�

$��������!� ����� � ������%��� 	�
� ����� �� � ������� 	����%
���& ��	���'�� ��
� ������� 	����% �������� ��������# 
��(���'����
A& B& C) ⎧⎪⎨

⎪⎩
7644492 A + 447348 B + 26616 C = 143403,

447348 A + 26616 B + 1614 C = 8721,

26616 A + 1614 B + 100 C = 542.

*�������!� � ������� 	����%& ��	���'��

A ≈ −0&00434; B ≈ 0&08868; C ≈ 5&1434,

����� 	����� ��	��������� 	��	���� yx = Ax2 + Bx + C ��' �����

yx = −0&00434x2 + 0&08868x + 5&1434.

++,



������� ���� ����������� ��������	�

��� ���� ��� �	
��� ������� ���������	� ��	���		� ηyx� ��
�	
���� ����
��� ������� �����	� y� ������� �����	� �
��
����
	� ������		� σy � ��������� �����	� �
��
���	� ������		� σyx

�

y =

5∑
j=1

nyj
yj

n
=

2 · 6 + 3 · 18 + 5 · 33 + 7 · 33 + 8 · 10
100

= 5�42;

σy =

√√√√√ k∑
j=1

nyj
y2

j

n
− y2 =

=

√
22 · 6 + 32 · 18 + 52 · 33 + 72 · 33 + 82 · 10

100
− 5�422 ≈ 1�82;

σyx
=

√√√√ n∑
i=1

nxi
(yxi

− y)2

n
=

(
13(5�54 − 5�42)2 + 24(5�58 − 5�42)2

100
+

+
28(5�39 − 5�42)2 + 27(5�3 − 5�42)2 + 8(5�25 − 5�42)2

100

) 1
2

≈

≈ 0�122.

 ���� ���
	� ������� ���������	� ��	���		�

ηyx =
σyx

σy
=

0�122
1�82

≈ 0�067!

������ �� ������	 
�

������ �� "	
��� ������� ��	�		� �����# ��	�# �������# Y 	
 X
�
 �
	��� ���������	�# �
����� $�
��! %&'!

����	
���� yx = −1�39x + 48�68!

������ �� "	
��� ������� ��	�		� �
�
�����	�# �������#

yx = Ax2 + Bx + C

&&(
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�� ������ ���	
������ ���
�� ����
� ����
������ ��
� ���	
������� ������� �� ��������� ����������

���	
������� �����	����

���������� yx = 0 05x2 − 0 62x + 18 39! ηyx ≈ 0 0632�

������� ��

X
Y

nx
27 31 35 39 43

5 � � � 3 5 8

7 � � 2 8 4 14

9 � 3 18 7 � 28

11 1 6 11 3 � 21

13 10 13 6 � � 29

ny 11 22 37 21 9 n = 100

������� �	

X
Y

nx
12 15 17 18 20

3 � � 15 � � 15

4 � 12 3 15 � 30

6 9 3 � 5 11 28

8 7 1 � 2 9 19

9 3 � � � 5 8

ny 19 16 18 22 25 n = 100

""#
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������ ��� 	
�
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�
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����� ����
��


����������� ��������� �	
���� 
�� ������ ���	������ ���
��	�
� ��� 
�� 
�������� �	����� ���
��	�	��

������� ���������� ��������� H0 ��������� ����� �	
�����

�������������� �	��	�������� ��������� H1 ��������� 
���
������ �� ������� �	
�����

������ �������� ����������� � ������ 
��
������


	����� �������� ����������� �	 ��	������� ��� ����	������� �	���
����	 
��
�����

�����	� ������� ���� 
������  �	�������	 
��������� �������
�	
����� �����	��� �� 
����	����

������ ����� ���� α � ��  ���	��	��� 
������ 
��!��� ����

�����	� ������� ���� 
������  
�� ����	 ��
��������� �������
�	
����� �����	��� �� 
����	���� "���	��	��� 
������ ������ ���

��������� β�


����������� 	������!� #��� 
����� 	������!�$ ���������
��
����� ������� K% ��� ��������������� ��� 
����	��� �������
�	
������


�������"������ ������������ ��������� K����� � ��������
������	�% ��������� �� ���	������

#������� ������� � �� ��
�	��� ������� ������	�% 
�� ����
�	�������� ����� �	
�����

$������ ���%�&��& �������� �������� ���������� �������� �
��
�	��� ������� ������	�% 
�� ���� 
�� ����� ����� �	
�����

$������% ����'�� �������	� ������������ ������� ���� & ���
�� �
����������� �������� ������	� �������� �������	 ������	%
����� �	
���� �	��������' ���� �
����������� �������� ������
�	� �������� ������	 
�� ����� �	
�����% �	
���� 
�� ������

#��������� ���	��� ���"���� k�� ��������� ���	% �� �	��	�
����� ������� ������� �	� ������	 
�� ����� �	
������

������������& 	������� ������� ������������ ���	��	���

K > k��.

(()



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

��
����	���� �	������ ������� ����������	
 �����	��

K < k��.

�
����	���� �	������ ������� ����������	
 ������	�
��

K < k1, K > k2,

�� k1 < k2� �������� 
��� ������� ����� 	�������� ����	�� ���
�
�� ���	������
 ����	�� ����������	
 ������	�
��

K < −k��, K > k�� (��������	
� �� k�� > 0)

��� ����	������ �����	��

|K| > k��.

��
 ��������
 ��������� ����	� ������� ����� �������	� α 
������� ������� ����� � ����� 	���������� 

�! ��
 �����	��������� ��������� ����	�

P(K > k��) = α (k�� > 0);

�! ��
 ���	��������� ��������� ����	�

P(K < k��) = α (k�� < 0);

�! ��
 ���	��������� 	���������� ��������� ����	�

P(K < −k��) =
α

2
, P(K > k��) =

α

2
(k�� > 0).

���������� �	���	�� ��������� �����	�� �������
��
 ���"
���� � �������� ����	�� �� ������ �� ���������� � ����������
#������� $����� 	������� ������	�� ������� % &� '�����	��
��#�� �� ������� #������ ���� ��������� 
��� 	����������	
 ���"
������� #�������

(()



������� ���� ����������� ��������	�

����� ��������	 ���
��� ����������� �����
����

�������
��� ��
��	��
��� �����
����

����� � ���	�
���� �����
���� ���������� � ����	�� ���������� σ2

����	��� ������� ����� n�

������� �� �
� ��� ��� ��� ������	� ����� ���������� α ���
�������� ��
���� ������� H0 : a = a0 ��� �������� �����
����
��������� a ���	�
���� ���������� � ����	�� ���������� σ2 ����
�������	�  �����������	�! �������� a0 ��� ����������� �������
H1 : a 
= a0" �������� �����
��� ��������#����� �������� ��������

U����� =
(x� − a0)

√
n

σ

� �� ���
�$�� %���$�� &��
���  ���� '! ������ �������� ����� u��
������������� ��������� ��
���� � ��������

Φ(u��) =
1 − α

2
.

(��� |U�����| < u��" ��	�� ������� �����
��� ��
���� ��������
(��� |U�����| > u��" ��
���� ������� �����
�����

������� 	� )�� ����������� ������� H1 : a > a0 �������� �����
��������������� ��������� ��
���� ��������� � ��������

Φ(u��) =
1
2
− α.

(��� U����� < u��" ��	�� ������� �����
��� ��
���� ��������
(��� U����� > u��" ��
���� ������� �����
�����

������� 
� )�� ����������� ������� H1 : a < a0 �������� ������
���� *����	�#��+ �������� ����� u�� �� �����
�	 ," � ����	 ����
#���� 	�#�� 
������������� ��������� ��
����

u′
��

= −u��.

(��� U����� > −u��" ��	�� ������� �����
��� ��
���� ��������
(��� U����� < −u��" ��
���� ������� �����
�����

,-.



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

���������� 	
���
� ��
���
	� �������� �������� H0 : a = a0 �
�


������� ����
������� ��
������� a ������������� ������� a0 �
�

�������� ��
������� 	���
�������� ���������� σ ��������� ������

�� ��� ������� �����
�������� ���������

�
� �����
�������� �������� H1 : a > a0 ��� ������������� ������

��� ����
������� ��
������� a = a1 > a0 ���������� �
������
���

����� 	
���
�

1 − β =
1
2
− Φ(u�� − λ),

�� u�� ��������� � 
������� Φ(u��) =
1
2
− α� λ =

(a1 − a0)
√

n

σ
� �
�


����� ��������� a1 ���	��� ���������� �������
������� 	
���
�

π1(a1) =
1
2
− Φ(u�� − λ).

�
� �����
�������� �������� H1 : a 
= a0 ��� ������������� ����

����� ����
������� ��
������� a = a1 ���������� ������
�������

	
���
�

1 − β = 1 − [Φ(u�� − λ) + Φ(u�� + λ)],

�� u�� ��������� � 
������� Φ(u��) =
1 − α

2
� λ =

(a1 − a0)
√

n

σ
� �
�


����� ��������� a1 ���	��� ���������� �������
������� 	
���
�

π1(a1) = 1 − [Φ(u�� − λ) + Φ(u�� + λ)].

������� ��  � ��
������� ����
������ ��	������� � ������� ���


����� 	���
������� ����������� σ = 4 ��
����� ��!�
	� �!����

n = 100� �� �	� �������� ��!�
	��� ��
���" x� = 29� ���
�!�� �
�


���� �����#���� $�$% ��
���
��� ������� �������� H0 : a = a0 = 30
�
� 	��	�
���� �������� H1 : a 
= 30�

���
�������� &������� ������	� ������
������� �������� 	
����


�

U����� =
(x� − a0)

√
n

σ
=

(29 − 30)
√

100
4

= −2�5.

'�	���	� �� ����� 	��	�
��� �������� ��" ������ H1 : a 
= a0�

	
������ �!����� ( ������
�����

)*%



������� ���� ����������� ��������	�

��������� �	�
���� 
����  	�����
�

Φ(u��) =
1 − α

2
=

1 − 0�01
2

= 0�495.

�� 
������� ������� ������� ����� �� �������� �	�
���� 
���� 

u�� ≈ 2�58.

�����!�� |U�����| < u��� ����
�� ������"
� ������� #���
�� ��$
��%� &�'��� �������� ����	���� 
� #���
�
���� #���	��!�� ��	����
	��"
!�" ����

%���

������� �� & ��	���!��� #���	��!��� ��������
�  ������� ��$
	����� ����	�
����� ���������"� σ = 4�8 �
	����� ����	�� ���"#�
n = 144� � "��� ��(���� ����	���� ��	���% x� = 16� )�
	���� �	�
	���� ����*��
� +�+, ��	���	�
� ���!��� #���
�� H0 : a = a0 = 15
�	� �����	����( #���
�� 

-� H1 : a 
= 15.
�� H1 : a > 15.
�� H1 : a < 15�

/	�� 
�#�� ��������� ��(
� ��
�0���
� �	����
�	���!�#� 
� ���$
�
�	���!�#� �	�
�	����


���������� ��������� �����
�� ����
�	�0����� ������" �	�
�$
	��

U����� =
(x� − a0)

√
n

σ
=

(16 − 15)
√

144
4�8

= 2�5.

-� 1��	��
�%���" �	������ �� ���(���� �	�
���� 
����  	��$
���
�

Φ(u��) =
1 − α

2
=

1 − 0�05
2

= 0�475.

�� 
������� ������� ������� ����� �� �������� �	�
���� 
���� 

u�� ≈ 1�96.

�����!�� |U�����| > u��� ������� #���
�� ������"%
!�"� &�'���
�������� ����	���� 
� #���
�
���� #���	��!�� ��	���� 	��"
!�" ��
$

%���

232



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

�� �������	
���� �	����� �� ��	����� �������� ����� � ����
�����

Φ(u��) =
1
2
− α =

1
2
− 0�05 = 0�45.

�	 �	������ ������ !	�	�	 "���� #� ����	���� �������� �����$

u�� ≈ 1�64.

%����&�� U����� > u��� ������	 '�����	 ���(���
�&��� )�*���
����	��� ��������� �	 '��������� '����	�&�� ������� ������&�� ����
�
���

�� �������	
���� �	����� +� ,������	 ����	 ���� �	��� �	�
���� �� � � ����� ��� 	�� � ������-��� ��	���$

u�� ≈ −1�64.

%����&�� U����� > u��� ����	� ���(����� ������� '������ ���
�	
� )�*��� ����	��� ��������� �	 '��������� '����	�&�� �������
������&�� ������
���

.��� ��	����� ���-����� �	���������&�'� �	 ����������&�'�
������� �� /	'	�	
��� 0� �������� ����� � ��( ��	��	( ����� �	
���������& ��������� #�12 � #�31�

��	����� 	�	���� λ� ���� �(����& � �����	 �������� ��� ���
��	����� ���-����� ������� �$

λ =
(a1 − a0)

√
n

σ
=

(16 − 15)
√

144
4�8

= 2�5.

%�-�� ���-����� ��������� �	���������&�'� �	 ����������&��
'� ������� � �����& �	��$

π�������

1 (16) =
1
2
− Φ(u�� − λ) =

1
2
− Φ(1�64 − 2�5) =

=
1
2

+ Φ(0�86) =
1
2

+ 0�3051 = 0�8051;

π�����

1 (16) = 1 − [Φ(u�� − λ) + Φ(u�� + λ)] =
= 1 − [Φ(1�96 − 2�5) + Φ(1�96 + 2�5)] =
= 1 − [−Φ(0�54) + Φ(4�46)] ≈
≈ 1 + 0�2054 − 0�5 = 0�7054.

�++



������� ���� ����������� ��������	�

������ ����	��
 ���������� ���
 �� ������	 ������	 ���� ������
���	
 ���� ��	������� � ���������	 ������	
 ��������� �
�� ! �
�
"� # ���������� ��� ��	������������ 	 ������������� �������
$�%

&��� ��������� �����	����$ ��������� �������	
 �� ������' ���
������� �������$ ������� ����� ���	����� ��������

T =
(x − a0)

√
n

s
,

�� s =

√√√√√n
∑
i

nix
2
i −

(∑
i

nixi

)2

n(n − 1)
( )����	�����* ��������� �������

��	��	���� ����������% +������	 T �	� �������� ,�����	 � k =
= n − 1 �������� ��������%

������� �� -�� ��� ��� ��� �	�	���� ����� ��	������ α �������
��� ������� ������� H0 : a = a0 ��� ������� ���������� �����	���
���� ���������� a ����	����$ ��������� � ��������� ���������� ���
��������� .��������	����/ ��	����� a0 ��� ����������' �������
H1 : a 
= a0
 ������� �������� �������0��	�� ��	����� �������

T����� =
(x� − a0)

√
n

s

� �	 	���1�� �������� ���� ��������� ,�����	 .���% 2/ ���
�	�	���� ����� ��	������ α
 ����������� � ������' �	���� 	����
1�
 � �������� ������� �������� k = n − 1 ��	'� ������� ����
t������ ��(α; k)%

&��� |T�����| < t������ ��
 ���	� ����	� �������� ������� �����
���% &��� |T�����| > t������ ��
 ������� ������� ���������%

������� 	� 3�� ����������' ������� H1 : a > a0 �	 ������ ��	���
���� α
 ���������� � ��0��' �	���� 	���1� ���% 2
 � ��� ��������
������� �������� k = n−1 ��	����� ������� ���� ��	��������
���$ �������$ ���	�� t��	����� ��(α; k)%

&��� T����� < t��	����� ��
 ���	� ����	� �������� ������� �����
���% &��� T����� > t��	����� ��
 ������� ������� ���������%

45#



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

������� �� ��� ���������	
 �	����	 H1 : a < a0 ������� ������
��� �� ����� ������	���� ������� ���� ��� �������� ��
t�������� ��(α; k) 	 ������� ����� �	���������� ������� �!���
�	 t	
����� �� = −t�������� ��"

#�$� T����� > −t�������� ��% ����& �	���� �	������ ������� �	�
�����" #�$� T����� < −t�������� ��% ������� �	����� �	�������"

���	��
 �� '�� ��!	��� �!���� n = 25% ������� � ��������� 
���������� ��������	% ���
���� ��!	����� ������& x = 43 	 ����
��������� ��!	����� ������& ���������� �	�������� s = 4" ���
�	!�� ��� �	��	 �����$��	 α = 0%01 �����	��� ������� �	�����
H0 : a = a0 = 45 ��� ����������	
 �	����	 H1 : a 
= 45"

���
�������� (!������� ������� ������������� �������� �����
�	�

T����� =
(x − a0)

√
n

s
=

(43 − 45)
√

25
4

= 2%5.

(��	���� ����������� �	����� ��& ������ H1 : a 
= a0% � ����
���� �!���� ) ����������"

*� �!��+�� �������� ���� ������	�� ,������ ����" -� ���
�	��	 �����$��	 α = 0%01 	 �	�����	 �����	� �	�����	

k = n − 1 = 25 − 1 = 24

��������� ������� ����

t������ ��(0%01; 24) = 2%80.

(��	���� |T�����| < t������ ��% �	���� �	������ ������� �	�����
����&" .�/��� �������% ��!	����� � �	������� ���������� ������	
�	������ ����&��"

���	��
 �� 0�������� ���� !������ ��	!�% $� ���	��&��� ��
�����	% ��& ������� a = a0 = 1250 �" 0�������	 ���	������� �1
��������� �	�	!����� !������ ��	!� ������� ��	 ��������2

����� � 1240 1245 1250 1255 1260

����	��
� �����	 3 5 6 4 2

�34



������� ���� ����������� ��������	�

�������� ��� ��	�� 
�������� ����� ����	����� ����	� ������

H0 : a = a0 = 1250 ��� ��������� ������
��

�� H1 : a 
= a0�
�� H1 : a > a0�
	� H1 : a < a0�


���������� ��������� ������� 	������	� ������ x � !	����	��"
��# ������ �	��������� 	��$�����% s�

x =
1240 · 3 + 1245 · 5 + 1250 · 6 + 1255 · 4 + 1260 · 2

20
= 1249�25;

s =
(

12402 · 3 + 12452 · 5 + 12502 · 6 + 12552 · 4 + 12602 · 2
19

−

− 20
19

· 1249�52

) 1
2

≈ 6�13.

&������� ��������'	��� 
������% ���������

T����� =
(x − a0)

√
n

s
=

(1249�25 − 1250)
√

20
6�13

≈ −0�547.

�� (������� ���% ���	���� �� &� ���� ) ��� ��	�� 
��������
α = 0�001 � ���*����� ������	 	��*�����

k = n − 1 = 20 − 1 = 19


������� ������� ���� ��
����� (�*�������

t������ ��(0�001; 19) = 3�88.

�����*�� |T�����| < t������ ��� ������	 	��$��%�� ����	� ������

���� � +�,��� ���	���� 	������	� �� ����������� �������*�� �������
��
�%�*�% ����� 	��

�� (������� ���% ���	���� -� &� ���� ) ��� ��	�� 
��������
α = 0�001 � ���*����� ������	 	��*�����

k = n − 1 = 20 − 1 = 19

-.)



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

�������� �	
�
�� ���� 	������� ����������

t�������� ��(0�001; 19) = 3�58.

�������
 T����� < t�������� ��� ������� ����
���
 ������ �������
������ ���
�
 ������
� �
 �	���� �� �������
��� ����	����� ��	����
	�������� ���������

�! ���	
�������� �	��
��� "� #	
�
��� �����  �� ����� ��$
���� �� � � �����  !� ��� � �	��
��%�
� �������

t	
����� ��(0�001; 19) = −3�88.

�������
 T����� > t	
����� ��� ������� ����
���
 ������ �������
������ ���
�
 ������
� �
 �	���� �� �������
��� ����	����� ��	����
	�������� ���������

����� �������	
 ������� �����
������� �����	����

������� �����
����� �������

&���� � ��	������' ����	�����' �������� ��	
���� �
 �	� � ���
n� ��� ���' �������� (�
�	�����) �
 �	��� �
���	��� s2�

������� �� *�� ���� +� �	
 ������� 	���� ����+���� α ��	���$
	
�
 ����� ������� H0 : σ2 = σ2

0 �	� 	������� ��������' ����	�����'
�
���	��' σ2 �������
���� ,�	����������! �������� σ2

0 �	
 ���$
�	���� �������� H1 : σ2 > σ2

0 � ���	� �� � �
��
�
 ������	�%����
�������� �	
��	��

χ2
����� =

(n − 1)s2

σ2
0

� �� �� �
-�� �	
�
��
� ����� 	������� χ2 ,���� .!� �	
 �������
	���� ����+���� α � ��������� ������� ��������� k = n − 1 �����

�	
�
�� ���� χ2

��(α; k)�
/�+� χ2

����� < χ2
��� ����� ������� ����
���
 ����� ��������

/�+� χ2
����� > χ2

��� ����� ������� ����
������

������� 	� 0	
 ����	���� �������� H1 : σ2 
= σ2
0 ��������� ���

χ2
	
�� ��(1 − α/2; k) � �	�� χ2

����� ��(α/2; k) �	
�
��� ����
�

1".



������� ���� ����������� ��������	�

���� χ2
���� �� < χ2

����	 < χ2
��
�� ��� ����	 
����� ��������� ���

����� ��
������ ���� χ2
����	 < χ2

���� �� ��� χ2
����	 > χ2

��
�� ��� �������
��
����� �����������

������� �� ��� ����������� ��
����� H1 : σ2 < σ2
0 ��������� ����

����� ����� χ2
��(1 − α; k)�

���� χ2
����	 > χ2

��(1 − α; k)� ����	 
����� ��������� �������
��
������ ���� χ2

����	 < χ2
��(1 − α; k)� ������� ��
����� �����������

	�
����� �� ���� �������� ��
���� �������� k > 30� ��������
����� χ2

��(α; k) �� �� ������ � ������� !����� " #���$����%

χ2
��(α; k) = k

(
1 − 2

9k
+ zα

√
2
9k

)3

,

�� zα ����������� ������������� �����&� �����������' $���&�'
(�
��� )���� *+� � �������

Φ(zα) =
1
2
− α.

������� �� ,� ���������' ����������' ���
���� �������� ������
�� ����� n = 25� ��� ���' �������� ��������� -��
�������. ���

���� s2 = 12�3� ���������� 
�� ����� ��������� α = 0�01 ������
��
�����H0 : σ2 = σ2

0 = 12� ���� ������������� ��
�����H1 : σ2
0 > 12�


���������� /������� 
����� ����� �������� ��������%

χ2
����	 =

(n − 1)s2

σ2
0

=
(25 − 1) · 12�3

12
= 24�6.

0������ ������������� ��
����� ��	 ������ H1 : σ2
0 > 12� ������

��� ������ 
����������� )
������ *+� /� ���� 1 
�� ����� ������
���� α = 0�01 � �������� ��
���� ��������

k = n − 1 = 25 − 1 = 24

��������� �������� �����%

χ2
��(0�01; 24) = 42�98.
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������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

�������� χ2
�����

< χ2
��
� �	
�� ������ ��������� ������� ����	��

�� �������� �	�	������� ���	���� ����	�����
� ����	��� σ2
0 � 12�

����
� �����
�� ������� 
��  ������	���! ��"������� ���	���#
�� s2 = 12�3 � ����	������ �	�	������� ���	����� σ2

0 � 12 �	���#
��$��

������� �� �� ���
������ �	�	������� ��������� ����
��� ��"��#
�� �"���� n = 20� ��� ���� ���%�	�� ��"������  ������	��! ���#
	���� s2 = 2�7� &	�	������ �� ����� �����$���� α = 0�05 �������
����	�� H0 : σ2 = σ2

0 = 3� ��$� ����	�������� ����	��'
�( H1 : σ2

0 > 3)
"( H1 : σ2

0 
= 3)
�( H1 : σ2

0 < 3�

���
�������� *��%�	
� ����	�	�����	 ����	��� ����	���'

χ2
�����

=
(n − 1)s2

σ2
0

=
(20 − 1) · 2�7

3
= 17�1.

�( +��������
��� ������
 ,� *� ���� - �� ����� �����$����
α = 0�05 � ��������� ���	��� ���������

k = n − 1 = 20 − 1 = 19

�������
� �������� �����

χ2
��

(0�05; 19) = 30�14.

�������� χ2
�����

< χ2
��
� �	
�� ������ ��������� ������� ����	��

�� �������� �	�	������� ���	���� ����	�����
� ����	��� σ2
0 � 3�

����
� �����
�� ������� 
��  ������	���! ��"������� ���	���#
�� s2 = 2�7 � ����	������ �	�	������� ���	����� σ2

0 � 3 �	�����#
$��

"( +��������
��� ������
 .� *� ���� - �� ����� �����$����
α = 0�05 � ��������� ���	��� ���������

k = n − 1 = 20 − 1 = 19

./0



������� ���� ����������� ��������	�

��������� �	�
���� 
����

χ2
���� ��(1 − α/2; k) = χ2

���� ��(0�975; 19) = 8�91;

χ2
����� ��(α/2; k) = χ2

����� ��(0�025; 19) = 32�85.

�������� χ2
���� �� < χ2

��	�
 < χ2
����� ��� ����� ����
�� �������
�

������� ����
��� �	� 	�����
� ����	������ �����	��� ����
�
������
�������� σ2

0 = 3� ������ �������� 	������ �� !���	�������" ��#
$�	����� �����	���� s2 = 2�7 � ����
�
����� ����	������ �����	����
σ2

0 = 3 �������%��
�& '��	��
������ �	������ (� )� ���� * �	� 	���� �����%��
�

α = 0�05 � �������
� �
������ �������
�

k = n − 1 = 20 − 1 = 19

��������� �	�
���� 
����

χ2
��(1 − α; k) = χ2

��(0�95; 19) = 10�12.

�������� χ2
��	�
 > χ2

��(1− α; k)� ����� ����
�� �������
� �������
����
��� �	� 	�����
� ����	������ �����	��� ����
�
������ ��������
σ2

0 � 3� ������ �������� 	������ �� !���	�������" ��$�	�����
�����	���� s2 = 2�7 � ����
�
����� ����	������ �����	���� σ2

0 � 3
�������%��

������� �� �� ��	������� ����	������ ��������
� �
	����� ��$�	#
�� �$���� n = 100

xi 5 6 7 8 9 10 11

ni 9 15 19 20 17 13 7
.

+�
	�$�� ��	���	�
� �	� 	���� �����%��
� α = 0�01 ������� ����#

��� H0 : σ2 = σ2

0 = 4� ��%� ���
�	��
���� ����
��� H1 : σ2
0 > 4�


���������� '����
�� �� ������ ��$�	�� ���,���� !���	������"

-./



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

��������� ��	
��	�� s2

x =
5 · 9 + 6 · 15 + 7 · 19 + 8 · 20 + 9 · 17 + 10 · 13 + 11 · 7

100
= 7�88;

s2 =
52 · 9 + 62 · 15 + 72 · 19 + 82 · 20 + 92 · 17 + 102 · 132 + 112 · 7

100
−

− 7�882 = 2�9056.

����	���� 	
�	���������� �������� ��������

χ2
�����

=
(n − 1)s2

σ2
0

=
(100 − 1) · 2�9056

4
= 71�9136.

�	������ ������������� ��
����� ��� ������ H1 : σ2
0 > 12� ������

��� ����	�� 
����	������� �
������ �� 
!��"���� ������	�� 	��
���� ������	�� k

k = n − 1 = 100 − 1 = 99.

�	������ ������	�� 	��
���� ������	�� k > 30� �������� �����
χ2
��

(α; k) ���"���� � �����	�� #��	��� $ %���&����

χ2
��

(α; k) = k

(
1 − 2

9k
+ zα

√
2
9k

)3

,

�� zα ��������� � �����	��

Φ(zα) =
1
2
− α =

1
2
− 0�01 = 0�49,

������	������� �����'� &���'�( )�
��	� ���� ��

zα ≈ 2�33.

�����

χ2
��

(0�01; 99) = 99

(
1 − 2

9 · 99
+ 2�33

√
2

9 · 99

)3

= 113�0187.

*+�



������� ���� ����������� ��������	�

�������� χ2
�����

< χ2
��
� �	
�� ������ ��������� ������� ����	��

�� �������� �	�	������� ���	���� ����	�����
� ����	��� σ2
0 � 4�

����
� �����
�� ������� 
��  ������	���! ��"������� ���	���#
�� s2 ≈ 2�9 � ����	������ �	�	������� ���	����� σ2

0 � 4 �	�����#
$��

����� �������	
 ������� �������� �
����

������������ ����������

%	��& �� ��������� �	����& ��������� n �	���	���� ����"������
� �����
� � ���� �
��������� p ���� ���� ������ ��	 �	����
�� ���#

&�	�� �������� �������
m

n
� '����"�� �� ������
� ����� �����$����

α 	�	������ ������� ����	��� ��� ������ � ��
�� $� �	����
� &
�#
�������� p �������� ����	�����& �
��������� p0�

������� �� (�� ���� $�" �� ������
� ����� �����$���� α 	�	��#
���� ������� ����	�� H0 : p = p0 �� �������� �	����
�� &
���������
p ����	�����& �
��������� p0 �� ����������& ����	�� H1 : p 
= p0�
����"�� �"������� ����	�	�����	 ����	��� ����	���

U����� =

(
m
n − p0

)√
n√

p0q0

� �� ��"���	� )������ *����� +���� ,- ���&�� �������� ����� u��
� ��������

Φ(u��) =
1 − α

2
.

.�$� |U�����| < u��� �	
�� ������ ��������� ������� ����	���
.�$� |U�����| > u��� ������� ����	�� �����������

������� 	� '�� ����	��������& ����	�� H1 : p > p0 �������� ��#
��� �������������� ��������� �"����� ��������� � ��������

Φ(u��) =
1
2
− α.

.�$� U����� < u��� �	
�� ������ ��������� ������� ����	���
.�$� U����� > u��� ������� ����	�� �����������

/0/



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

������� �� ��� ����������	�
� �
����
 H1 : p < p0 ������� ����
������ �����
���� �������� ����� u�� �� ��	���� �� � ��
� 		��
����� ����� �
	����������� ��������� � ����


u′
��

= −u��.

!�"� U����� > −u��� ����# 
����	 	
������� ����	�� �
�����$
!�"� U����� < −u��� ����	�� �
����� 	
��������$

	�
����� �� %���	
���
 ���������� ����������� 	 ���
 	������
��� ���
	����
 np0q0 > 9$

������� �� &�� ������ ��
� 	 ���������
 '(( ���������� 	��� ��

	���  ��� �������� 	
������ �������
m

n
= 0�34$ ��� �
	�
 �����"���


(�() ���
 �� ���	
���� ����	�� �
����� H0 : p = p0 = 0�3 �� ����
������
� �
����
 H1 : p 
= 0�3$

���
�������� *������ �������� q0+

q0 = 1 − p0 = 1 − 0�3 = 0�7,

�� ��
np0q0 = 100 · 0�3 · 0�7 = 21 > 9.

, ������� ���������	��� �������� ������
�+

U����� =

(
m
n − p0

)√
n√

p0q0
=

(0�34 − 0�3)
√

100√
0�3 · 0�7 ≈ 0�87.

,��
���� �� ���	�� ����������	�� �
����� ��# 	����� H1 : p 
= p0�
�������� � ����� �	��������� -��	��� '.$

/�������� �������� ����� u�� � �
	����


Φ(u��) =
1 − α

2
=

1 − 0�05
2

= 0�475.

%� ���$ ' ���������
u�� ≈ 1�96.

,��
���� |U�����| < u��� ����# 
����	 	
������� ����	�� �
��

����$ 0�1��� ���	���� ���������	��� 	
������ �������
m

n
= 0�34

�������"� 	
��
���#���� 	
� �
��������� ���	
�����
 p0 = 0�3$

�23



������� ���� ����������� ��������	�

������� �� ��� ������ ���	� 
 ��������	 ��� ���������� 
������


��� ��� �������� 
	����� ������
m

n
= 0�44� ��� �	
�	 ��������	

��� ����	��� ����
	���� ����
� !	����� H0 : p = p0 = 0�5 ��� ����
��"�	� !	�����	#

�$ H1 : p > 0�5%
�$ H1 : p < 0�5�


���������� &������ ������'� q0#

q0 = 1 − p0 = 1 − 0�5 = 0�5,

�����

np0q0 = 400 · 0�5 · 0�5 = 100 > 9.

(������'� ���������
��� �������� ������	"#

U����� =

(
m
n − p0

)√
n√

p0q0
=

(0�44 − 0�5)
√

400√
0�5 · 0�5 ≈ −2�4.

�$ )�����*'� ���
��� +� ,������'� ������� ���� u�� � �	
�
����	

Φ(u��) =
1
2
− α =

1
2
− 0�01 = 0�49.

)� ����  �������'�

u��� ≈ 2�33.

(��	���� U����� < u��� ��'�* �	����
 
	������� ����
� !	������

-�.�'� ���
�'�� ���������
��� 
	������ �������
m

n
= 0�47 ������

��� 
	��	���*���� 
	� !	���������� �'�
	�����	 p0 � 0�5�
�$ )�����*'� ���
��� /� ,��������
"�� ���	 ���� �$� ������

��'� ������� ����

u�� ≈ −2�33.

(��	���� U����� < u��� ����
�� !	������ 
	�����*����� -�.�'�

���
�'�� ���������
��� 
	������ �������
m

n
= 0�47 ������ 
	��	�

���*���� 
	� !	���������� �'�
	�����	 p0 � 0�5�

+��



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

����� �������	
 ������� �� ���
����� ������

�
 	�������� �����


����� ���������	�� 
������ ����
�� ����	� � ������� �������	����

��	��������	�� ��
��	� � �������	�� �� �������

xi x1 x2 · · · xN

ni n1 n2 · · · nN

.

�������	� �� �������� �	���	�� ��	���� �
���
��� �������

� 	�
����	�� 
������ ��	�
���	�� ����	�����

������� �� ��� ���� ��� 
� ����	��� 
��	� �	�������� α ��

���
��� ������� 
� 	�
����	�� 
������ ��	�
���	�� ����	���� 
	������	��

!" ��������� ����
���� ��
��	# x� � ����
���� ��
��	# ����
����
�	� �������		� σ�$

%" ���	����� ���
����	� �������

n′
i =

nh

σ�
· ϕ(ui),

�� n & ����� ����
��$ h & �
�� '
��	�(� ��) ����� �����	���
��
��	����"$ ϕ(u) & ��*�
�	(����	� *�	�(�� +����� '���� %"$

ui =
xi − x�

σ�
;

," �
��	��� ���
��	� �� ���
����	� ������� �� �������� �
��
��
�� -�
��	�� ��� (�����

�" ��������� 
��
���	���� �����(� '���� ����� !." �� ����
�	������� �����
�)���	� �	���		� �
���
�� -�
��	�

χ2
�����

=
∑

i

(ni − n′
i)

2

n′
i

;

%/.



������� ���� ����������� ��������	�

�� �� �������	 
������� ����
 ��������� χ2 ����� �� ���
������� ���� ��������� α � 
���
���� ������� ��������
k = s − 3 �s � 
���
���� ������ �����
�� �������� 
���
���� ���
� χ2

��
(α; k) ������������� 
������� ��������

 
�� χ2
�����

< χ2
��
! ���" ������� ��������� #������� ���

�������$ �������� #�������� ��
������� %&��� ����
����! �������� �� ��������� ������� �������� �����"��
������
�����  
�� χ2

�����
> χ2

��
! #������� �������	��� %�

&��� �������! �������� �� ��������� ������� ��������
����"���

���������� �	 '���������� ������� �����
� �ni < 5� ���� ��("��
�����) � ����� ���� ��������� �� ��������� ������� ��
�* ������
�� �������  
�� ����������� ��("��� ������! �� ��� �������

���
���� ������� �������� �� +������	 k = s − 3 ���� �
 s �����

���
���� ������ �����
�! �� ����&����� ����� ��("��� �������


����� �	 ,�
��������	�� 
������$ -�����! ��� ���� �����
����� .!./ ����������! �� ������*�"���� #������� ��� �������$
�������� #�������� ��
������ X! �
�� � ��"� ��
������ �������
��
� �����
� ����#� n = 1000

xi −5 −3 −1 1 3 5 7 9

ni 5 9 13 18 21 18 10 6
.


���������� 1�����
� ��������� �����
��� �����" x� � �����"

��������� �������� �����
� σ�0

x� =
−5 · 5 − 3 · 9 − 1 · 13 + 1 · 18 + 3 · 21 + 5 · 18 + 7 · 10 + 9 · 6

100
=

= 2!3;

σ� =
([

52 · 5 + 32 · 9 + 1 · 13 + 1 · 18 + 32 · 21 + 52 · 18 + 72 · 10 +

+ 92 · 6] /100 − 2!32
) 1

2 ≈ 3!64.

,������� ��������� �������! �������	��! �� n = 100! h = 2!
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������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

σ� = 3�64� �� �������	

n′
i =

nh

σ�
· ϕ

(
xi − x�

σ�

)
.


�� ���� �������� ������������ ����� �� ��������� ������������
�� ������ !�"���� ϕ(u) �������� � ���� #$�

������� ��

i xi ui =
xi − x�

σ�
ϕ(ui) n′

i =
nh

σ�
· ϕ(ui)

1 −5 −2,01 0�0529 2,91

2 −3 −1,46 0�1374 7,56

3 −1 −0,91 0�2637 14,50

4 1 −0,36 0�3739 20,56

5 3 0,19 0�3918 21,54

6 5 0,74 0�3034 16,68

7 7 1,29 0�1736 9,55

8 9 1,84 0�0734 4,04

%������&�� ��"������ �� ���������� �������� 
�� ���� ��������
�� �"������'����� �������� �������	

χ2
�����

=
∑

i

(ni − n′
i)

2

n′
i

�� ��"�����	 ������������ ����� �(�
)� ����� �( ���������

χ2
�����

= 3�33.

*� �������	 ��������� ����� ���"����� χ2 ����� +$ "�� �����
�����,���� α = 0�05 � �������� ���"���� ��������

k = s − 3 = 8 − 3 = 5

��������� �������� ����� "������������ �������� �������-

χ2
��

(0�05; 5) = 11�07.

#�+



������� ���� ����������� ��������	�

������� ��

i ni n′
i ni − n′

i (ni − n′
i)

2
(ni − n′

i)
2

n′
i

1 5 2,91 2,09 4�37 1�50

2 9 7,56 1,44 2�07 0�27

3 13 14,50 −1,50 2�25 0�16

4 18 20,56 −2,56 6�55 0�32

5 21 21,54 −0,54 0�29 0�01

6 18 16,68 1,32 1�74 0�10

7 10 9,55 0,45 0�20 0�02

8 6 4,04 1,96 3�84 0�95∑
100 χ2

�����
= 3�33

�������� χ2
�����

< χ2
��

� ��	
��� 	�
 �
�������� �
	
��� �� ����
������
� ������ ��
����� ��	������ �� ��
������� ����
�� �����
���� ��������
�

����� ������������ �
	
��� ������� ����
 � ������� 	
����
��
�
��� ���������� � ���	
������  � ����
�!

(xi; xi+1] (x1; x2] (x2; x3] · · · (xN ; xN+1]

ni n1 n2 · · · nN

.

��
�����
 � �
	
�
�
" 	
���
�� �
���� 	��������� ��	
���
	�
 �
�������� �
	
��� ���������
 ����	�
����

������� �� #�� �
�
 $
� 	�� ����
�� ����� ����$
��� α 	��
�������� ��	
��� 	�
 �
�������� �
	
��� ���������
 ����	�
����
��
�����
!

%& 
�������� ������
�� ������� x� � ������
�� ������� ���������
��� ���������� σ�� 	���
�� �� �������� x	

i ������ ������� ����
'������� ���(�� ���������!

x	
i =

xi + xi+1

2
;

)*+



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

�� ���������	
� ��������	�� ���	����� �������� X� 
��
� ���

���
� �� ���	������ �������� Z =
X − x	

σ	
� � ������
� �����

��
���	���� zi =
xi − x	

σ	
� ������� �	������ ��	����� Z� 
���


� z1� ��	�	�
� ������ −∞� 	 �	�������� 
��
� zN+1�  ����
��� ∞!

"� ������
� 
����
���� �	
�
�

n′
i = n · Pi,

�� n  ���# �������! Pi = Φ(zi+1) − Φ(zi)  ��������
� ���

�	������ X � ��
���	�� (xi;xi+1]! Φ(z)  $������ %	��		
&���' (�!

)� �������
� ��������� 
	 
����
���� �	
�
� �	 ������#�� ����

���� *����	' +�� ���#��

	� ��	�	�
� ����	,������ 
	����� &���' 
	��' (-�� �	 ����
��	,���
� ��
������	�� ��	����� ���
���� *����	

χ2
�����

=
∑

i

(ni − n′
i)

2

n′
i

;

�� �	 
	������ ���
����, 
���� ��������� χ2 &���' .� ���
�	�	���� ����� ��	��/�
� α � ������
� 
������ ������
�
k = s−3 &s  ������
� ��
���	��� �������� ��	,���
� ����

���� 
���� χ2

��
(α; k) ��	��
�������� ���
����� ���	
�'

0�/� χ2
�����

< χ2
��
� ���	1 ���
	� ���,���
� #���
��� ���

����	����� �������� #����	����� ������
�' 2����� ���
�	��� ��������� 
	 
����
���� �	
�
� �����
�� ���

1��
&���	������' 0�/� χ2

�����
> χ2

��
� #���
��� ���,����
�' 2��

���� ���	��� ��������� 
	 
����
���� �	
�
� �����
��
�

1��'

���������� �	 2�
���	��� ��� ��
�
� �	��������� �	
�
� ���
����� &ni < 5�� ��� ��31����	
�� 	 �	
�
� ��, ��
���	��� ���	�	
�'

�)4



������� ���� ����������� ��������	�

���� ������	
��� �����	��� ������	
��� ��� ����	����� ��
������
�������� ��
������ �	 �����
�� k = s − 3 �
�� �� s ����� ��
������
������	
�� �������� �� �	
���
��� ���
� �����	��� ������	
���

������� �� �������������� ��������  �����	� ��� ����� ��	��!
����� "�"# ����������� �� ���	��$������ %������	 ��� ����	
����
�������
 %����	
���& ���������� X� ���� � '��& ���������� �����	��
�	�� ������� ����%� n = 100(

(xi; xi+1] (3; 7] (7; 11] (11; 15] (15; 19] (19; 23] (23; 27] (27; 31]

ni 6 16 19 17 15 14 13
.


���������� )���	��� �����
��� ��������� ������� x� � �������
��	��	����� ���*�
���� ������� σ�� +
� '��%� ����������� �����!
�	
���� ��	��������� �������
 ������� �	 ��������(

xi 5 9 13 17 21 25 29

ni 6 16 19 17 15 14 13
.

,�$��

x� =
5 · 6 − 9 · 16 − 13 · 19 + 17 · 17 + 21 · 15 + 25 · 14 + 29 · 13

100
=

= 17�52;

σ� =
([

52 · 6 + 92 · 16 + 132 · 19 + 172 · 17 + 212 · 15 + 252 · 14 +

+ 292 · 13
]
/100 − 17�522

) 1
2 ≈ 7�19.

-�	����� ������	�� ������	
� (zi; zi+1]� ��	*������� �� �����!
���� ������� x� = 17�52 � ������� ��	��	����� ���*�
���� �������
σ� = 7�19� +
� '��%� ��
	���� ����	*������ �	�
� ./ 0
���� ����'�
�����%� ������	
� ���
	���� ������ −∞� 	 ��	��� ����'� ���	����!
%� ������	
� 1 ������ ∞2�
����	���� ���������� ����������� Pi � ���������� �	�����(

n′
i = n · Pi.

+
� '��%� ��
	���� ����	*������ �	�
� .3�

4#"



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

������� ��

i xi xi+1 xi − x� xi+1 − x� zi =
xi − x�

σ�
zi+1 =

xi+1 − x�

σ�

1 3 7 −14,5 −10,5 −∞ −1,46

2 7 11 −10,5 −6,5 −1,46 −0,90

3 11 15 −6,5 −2,5 −0,90 −0,35

4 15 19 −2,5 1,5 −0,35 0,21

5 19 23 1,5 5,5 0,21 0,76

6 23 27 5,5 9,5 0,76 1,32

7 27 31 9,5 13,5 1,32 ∞

������� �	

i zi zi+1 Φ(zi) Φ(zi+1) Pi = Φ(zi+1) − Φ(zi+1) n′
i = n · Pi

1 −∞ −1,48 −0,5000 −0,4306 0�0694 6,94

2 −1,48 −0,92 −0,4306 −0,3212 0�1094 10,94

3 −0,92 −0,35 −0,3212 −0,1368 0�1844 18,44

4 −0,35 0,21 −0,1368 0,0832 0�2200 22,00

5 0,21 0,78 0,0832 0,2823 0�1991 19,91

6 0,78 1,34 0,2823 0,4099 0�1276 12,76

7 1,34 ∞ 0,4099 0,5000 0�0901 9,01∑
1 100

���������� 	�
������ � 	��	���� ������ ������������� ����

	��� �������� ��� ����� ��������� �
����� �
��	�	�����	 ����	�

��� ���	��� ������� �� ��
������ ����� ������! ���� "#� $��
��

% � # ���! ������ ��	�	�� ��� ������� ������	�� �� &�������

χ2
�����

=
∑

i

n2
i

n′
i

− n.

'("



������� ���� ����������� ��������	�

������� ��

1 2 3 4 5 6 7 8

i ni n′
i ni − n′

i (ni − n′
i)

2
(ni − n′

i)
2

n′
i

n2
i

n2
i

n′
i

1 6 6,94 −0,94 0,8836 0�1273 36 5,1873

2 16 10,94 5,06 25,6036 2�3404 256 23,4004

3 19 18,44 0,56 0,3136 0�0170 361 19,5770

4 17 22,00 −5,00 25,0000 1�1364 289 13,1364

5 15 19,91 −4,91 24,1081 1�2109 225 11,3009

6 14 12,76 1,24 1,5376 0�1205 196 15,3605

7 13 9,01 3,99 15,9201 1�7669 169 18,7569∑
100 100 χ2

�����
= 6�7194 106�7194

��������� ��������∑
i

n2
i

n′
i

− n = 106�7194 − 100 = 6�7194 = χ2
�����

,

�	
������ ��������� ����������
�� ��	����� �����
��� ��
�� ��������� χ2 ����� �� ��� �����

���
������ α = 0�05 � ��������� �������� ���������

k = s − 3 = 7 − 3 = 4

������ � �����
�� ��
�� ��������������! �����
��! �	�����"

χ2
��

(0�05; 4) = 9�49.

�������� χ2
�����

< χ2
��
� #������� ��� ��� ������ �������� �� ���$

���% �� &�'� � ����� �� � ����
�� �� �������
�� 
������ ����$
��� ������%���

����� ��������	 
������ ��� ����������� ��������

(���� ������ ������������ ��������
��� �������� ��	����"

(xi; xi+1] (x0; x1] (x1; x2] · · · (xN−1; xN ]

ni n0 n1 · · · nN−1

.

)*)



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

������� n � ��	
� �������
������� �� ��������� ������� ��	��� ��������� ������� ���

��������� ������� ����������� 	������	��

������� �� ��
 ���� ��� ��������� ������� ��� ��������� ����
���� ��	��������� ���������� �������� X ����� ��� ����	�� X!

f(x) =

⎧⎨
⎩

1
b − a

, x ∈ [a; b],

0, x /∈ [a; b],

����"���!

#$ �%���� ��������� a  b � ��% �������� � 
���� 	��	����
����	
 ������ �������
 X �� &�������� 'a	  b	 � �%���
���������$

a	 = x� −
√

3σ�, b	 = x� +
√

3σ�;

($ ������ ����	�� ������	� ��������������� ��������!

f(x) =

⎧⎨
⎩

1
b	 − a	

, x ∈ [a	; b	],

0, x /∈ [a	; b	];

)$ ��������� ��������� ��	����!

n′
1 = nP1 = n

1
b	 − a	

(x1 − a	);

n′
i = n

1
b	 − a	

(xi − xi−1), i = 2, 3, . . . , N − 1;

n′
N = n

1
b	 − a	

(b	 − xN−1);

*$ �����
�� ������� �� ��������� ��	���� �� ��������� ����
���� ��	��� ��
�+� ����	�� 	������ �����	� k = s − 3 
�� s � ����	�� �������� � ����%�

(,)



������� ���� ����������� ��������	�

������� �� �����������	
� ������� �������� ��� ����� ���
��

����� ���� ����������� 
� ������������� �������� ��� ����������

�������� ���������� ���������� X� ���� � !�� ���������� ��������

���� ��"���� �"���� n = 200#

(xi; xi+1] (−4;−2] (−2; 0] (0; 2] (2; 4] (4; 6] (6; 8] (8; 10]

ni 28 27 34 23 25 31 32
.


���������� $��
���� �"
������ ��"������ ������� x� � �������

��������
�� ���%������ ��"���� σ�& '�� !���� ����������� ������

������ ��������
�� �������� ��"���� �� ��
����#

xi −3 −1 1 3 5 7 9

ni 28 27 34 23 25 31 32
.

(����

x� =
−3 · 28 − 1 · 27 + 1 · 34 + 3 · 23 + 5 · 25 + 7 · 31 + 9 · 32

200
=

= 3�11;

σ� =
(

32 · 28 + 1 · 27 + 1 · 34 + 32 · 23 + 52 · 25 + 72 · 31 + 92 · 32
200

−

− 3�112

) 1
2

≈ 4�075.

)������ �!���� ���������� a � b ������������ ���������#

a	 = x� −
√

3σ� ≈ 3�11 −
√

3 · 4�075 ≈ −3�95;

b	 = x� +
√

3σ� ≈ 3�11 +
√

3 · 4�075 ≈ 10�17.

�����
��� ��������� ������������ ���������� �� �������������#

f(x) =

⎧⎨
⎩

1
b	 − a	

, x ∈ [a	; b	],

0, x /∈ [a	; b	]
=

*�+



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

=

⎧⎨
⎩

1
10�17 + 3�95

, x ∈ [−3�95; 10�17],

0, x /∈ [−3�95; 10�17]
≈

≈
{

0�07, x ∈ [−3�95; 10�17],
0, x /∈ [−3�95; 10�17].

��������� 	
��
	��� ���	�	��

n′
1 = n · 1

b	 − a	
· (x1 − a	) = 200 · 0�07 · (−2 + 3�95) = 27�3;

n′
2 = n · 1

b	 − a	
· (x2 − x1) = 200 · 0�07 · (0 + 2) = 28;

n′
3 = · · · = n′

6 = n′
2 = 28;

n′
7 = n · 1

b	 − a	
· (b	 − x6) = 200 · 0�07 · (10�17 − 8) = 30�38.

��������� 
������ 	� 	
��
	��� ���	�	�� �������	������ ����

	
�� ������� ��� ����� ��������� �����	�� ����	
�
�����
  ���

�
��� ���	
�� ������  � !�������� �� ��"������# 	���� $%�

������� ��

i ni n′
i ni − n′

i (ni − n′
i)

2
(ni − n′

i)
2

n′
i

1 28 27�3 −0�7 0�49 0�02

2 27 28 1 1 0�04

3 34 28 −6 36 1�29

4 23 28 5 25 0�89

5 25 28 3 9 0�32

6 31 28 −3 9 0�32

7 32 30�38 −1�62 2�62 0�09∑
200 χ2

�����
= 2�97

& �� ��"������# 	���� $% �	�������

χ2
�����

= 2�97.

'((



������� ���� ����������� ��������	�

�� �������� 	
������ ����	 
�������� χ2 ����� �� �
� 
����
���������� α = 0�05 � 	���	���� �������� ���������

k = s − 3 = 7 − 3 = 4

�������� 	
������ ���	� �
������
������ 	
������� ��������

χ2
��

(0�05; 4) = 9�49.

 �	���	� χ2
�����

< χ2
��
� !������� �
� 
������
��" 
������� �� ���#

��$%��� &�'��� �������� ����
���� �� ���
������ ������� 
���$#
���$ ������%���

����� �������	
 ������� �� �	
���	���

������

(��" ������ ����
������" �����������" 
������� ����
	��

(xi; xi+1] (x1; x2] (x2; x3] · · · (xN ; xN+1]

ni n1 n2 · · · nN

�n ) ���$! ����
	���
*��
���� �� ������!�� 	
���
�� *�
���� ��
���
��� !������� �
�

��	����	���" 
������� !���
������ ��	��������

������� �� +�$ ��!� ��� �
� 
���� ���������� α ��
���
��� !���#
���� �
� ��	����	���" 
������� ������,������ �����	���� ��������
X� ���������

-� ���"�� ����
	��� ��
���% x�� ��$�'� $	 ��
����� ��
����� ��#
��
�����

x	
i =

xi + xi+1

2
;

.� ��$�� $	 ����	� ��
����
� λ ��	����	���!� 
�������� ������#
��� ���
���� �� ����
	���!� ��
�����!��

λ	 =
1
x�

;

./0



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

�� ������ ��	
���	�� �	��������� 
�����	
	� 
������� X � ���
����� �����
��� (xi;xi+1] �� �	����	�

Pi = P(xi < X < xi+1) = e−λ�xi − e−λ�xi+1 ;

�� 	������� ��	������� ���	���

n′
i = n · Pi;

�� �	��
���� ��������� �� ��	������� ���	�� �� �	�	�	�	� ����
����� ���	�� ���
!� ���"���" ������
 
��"�	�� k = s − 2 
�� s # ���"���" �����
���
 � 
����$�%

���������� �	 &����
��� ��� �����" ���	����"�� ���	�� 
�����
�� 'ni < 5� ��� 	�()����� � ���	�� $�* �����
���
 �	����% +�,	

����
��	� 	�()������ �����
���
 ��� 
�������� ���"�	�� ������


��"�	�� �� �	����	� k = s− 2 ��� �� s ����� ���"���" �����
���


������ ,	 ����!���� ���� 	�()������ �����
���
%


����� �	 -��	���	
���� �������� ���	�� ��� ��
�� ������
,	�� . .� ����
����� �� ���
�/�)�"� ���	���� ��	 �	������	
��
�	��	��� �������"�	� �����	�� X ��,	 � $�)� �����	�� 	������	
���� 
������ 	���� n = 200�

(xi; xi+1] (0; 6] (6; 12] (12; 18] (18; 24] (24; 30] (30; 36] (36; 42]

ni 115 51 18 9 4 2 1
.

���
�������� 0���"�� �� ��)�	 ���	����"�� ���	�� �	 �	�����
��"	 	�()���)�	 �*% 0�����)�	 ����� �	��	��� 
�������

(xi; xi+1] (0; 6] (6; 12] (12; 18] (18; 24] (24; 42]

ni 115 51 18 9 7
.

1	� ������ 
�����	
� �����) x� �����
	���	 �����
��"��� ���
�������� �	��	��� �� �	��	
���

xi 3 9 15 21 33

ni 115 51 18 9 7
.

2�3



������� ���� ����������� ��������	�

�����

x� =
3 · 115 + 9 · 51 + 15 · 18 + 21 · 9 + 33 · 7

200
= 7�47.

����	�
� ����� ����
���� ������������� �����	��� �� ������

���������

λ	 =
1
x�

=
1

7�47
≈ 0�13.

����
� �����
�� ������� ������������� �����	��� �� ����������

����� 
�� �����	

f(x) =

{
0, x < 0;

0�13 · e−0�13x, x � 0.

� !����
� �
������� ����������� ����	����" ����!��� X �

������ � �������� �� #��
���$

Pi = P(xi < X < xi+1) = e−λ�xi − e−λ�xi+1 .

�����

P1 = P(0 < X < 6) = e−0�13·0 − e−0�13·6 ≈ 0�5565;

P2 = P(6 < X < 12) = e−0�13·6 − e−0�13·12 ≈ 0�2468;

P3 = P(12 < X < 18) = e−0�13·12 − e−0�13·18 ≈ 0�1095;

P4 = P(18 < X < 24) = e−0�13·18 − e−0�13·24 ≈ 0�0486;

P5 = P(24 < X < 42) = e−0�13·24 − e−0�13·42 ≈ 0�0353.

����	�
� �������!� !�������

n′
1 = n · P1 = 200 · 0�5565 = 111�3;

n′
2 = n · P2 = 200 · 0�2468 = 49�36;

n′
3 = n · P3 = 200 · 0�1095 = 21�9;

n′
4 = n · P4 = 200 · 0�0486 = 9�72;

n′
5 = n · P5 = 200 · 0�0353 = 7�06.

%&'



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

���������� 	�
������ � 	��	���� ������ ������������� ����
	��� �������� ��� ����� �
����� ��������� �
��	�	�����	 ����
�	��� ���	��� ������� �� ��
������ ����� ������! ���� "#�

������� ��

i ni n′
i ni − n′

i (ni − n′
i)

2
(ni − n′

i)
2

n′
i

1 115 111,3 −3,7 13,69 0�1230

2 51 49,36 −1,64 2,6896 0�0545

3 18 21,9 3,9 15,21 0�6945

4 9 9,72 0,72 0,5184 0�0533

5 7 7,06 0,06 0,0036 0�0005∑
200 χ2

�����
= 0�9258

$� ����� ������! ���� "# ��������

χ2
�����

= 0�9258.

%� �����	� ������� ���� ���
����� χ2 &���� '( 
�� �����
�����)��� α = 0�05 � �������� ��
	��� ��������

k = s − 2 = 5 − 2 = 3

��� ����� ������� ���� 
������������! �������! ������*

χ2
��

(0�05; 3) = 7�81.

+������� χ2
�����

< χ2
��
� ��
�	�� 
�� 
����������� ���
���� �	

��� ������� $�,��� �������� 	�
������ � 	��	���� ����� ���
������ �	������

����� �������	
 ������� �� �����
����� ������

-	 �� 
���	�	�� n ��������� .����� ������ ���������� �� N �	�
���	��� ��
��������� � ������� � ��� ���������� 
���� �	���!

���! A ���� � � ����� /	�������� �������� 
��� 
���! A � ������
�� �������� 0 
������� ������� ��������� ���
���� �����	��!

"12



������� ���� ����������� ��������	�

���������� ��	�
��� X� �� ������������ ��	������ ��� ����� A ��
������� ���� �������� ��	������ ��� ����� A � ������ ���	����
� � ������� ���� � 
������ ni� ����� ��	������ ���	����� � ���
������������� xi ��� ����� A��

xi 0 1 · · · N

ni n0 n1 · · · nN

.

�������� �� �������� ������� ������� ���������� �������� ���
�������	���! ����� �������	� ���������� ���������� ��	�
��� X"

������� �� #	 ���� $�� ��� ����� ���
�$���� α ���������� ����%
���� ��� �������	���! �������	 ���������� ���������� ��	�
��� X�
����������

&� ���!�� �� '����	� (����		�

PN (i) = Ci
Npi(1 − p)N−i

����������� PN (i) ���� ����� A ����� i ��� � N ������������
�i = 0, 1, . . . , s� �� s � �������	��� ��	������ ��������)����
��� ����� A � ������ ���	���� ����� s � N�*

+� ���!�� �������
�� 
�������

n′
i = n · PN (i),

�� n � ��	������ ���	����*

,� �������� ������
�� �� �������
�� 
������ �� �������� ���%
���� �������� ���	���� ��	������ �������� ��	������ k = s− 1
����)������ $� !���������� p ���� ����� A ������� ����� ��%
�� �� �-�� ��	��� �� ������� � �� ��.������	�� ��	�
���	���

�������"

/�$� !���������� p ��	� �-����� �� ������� � �� k = s − 2"
/�$�� ���� ����� ��	� ��.������ ��	�
���	��� 
������� �� s �
��	������ ������� �������� $� ��	���	�� ���	 ��.������ 
�%
����"

+01



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

������� �� ��� ������ A� �	�
������ ���
� ���� ����
��� ���� ����

����� n = 100 ���������� 
������
���� ����� � ���� �������� �
N = 7 ������
� ��������
�� � �������! "������ ��� ��
�� ��� ��
#��� ���$ ����
������  � ���
������� %������� ��� ����	������!
�������� 
������
�� 
��� ��� X &�������� ���
 ����� A'� ��#� �����
	��� ���� 
������(

xi 0 1 2 3 4 5 6 7

ni 4 23 31 23 11 5 2 1
.

���
�������� )����
�� �� #�

p = 0�3; q = 1 − p = 1 − 0�3 = 0�7,

�� *��	���� +�������

PN (i) = Ci
NpiqN−i

�� ���	� !	�
������ PN (i)(

P7(0) = C0
70�300�77 ≈ 0�0824; P7(1) = C1

70�310�76 ≈ 0�2471;

P7(2) = C2
70�320�75 ≈ 0�3177; P7(3) = C3

70�330�74 ≈ 0�2269;

P7(4) = C4
70�340�73 ≈ 0�0972; P7(5) = C5

70�350�72 ≈ 0�0250;

P7(6) = C6
70�360�71 ≈ 0�0036; P7(7) = C7

70�370�70 ≈ 0�0002.

,��!��	� ������� ��  ����� n′
i = n · PN (i)(

n′
0 = 100 · P7(0) = 8�24; n′

1 = 100 · P7(1) = 24�71;
n′

2 = 100 · P7(2) = 31�77; n′
3 = 100 · P7(3) = 22�69;

n′
4 = 100 · P7(4) = 9�72; n′

5 = 100 · P7(5) = 2�5;
n′

6 = 100 · P7(6) = 0�36; n′
7 = 100 · P7(7) = 0�02.

-������  ����� n0 = 4� n6 = 2 � n7 = 1 	��� ������ &	��.�
�/���'� ��/�����	� �� � ��.�	�  �����	�� � �	�(

n1 = 23 + 4 = 27; n5 = 5 + 2 + 1 = 8.

012



������� ���� ����������� ��������	�

�� ���������	 �
������ � �	����	�
��� ������
��� �
����
�� �	���
���� ���� �	����	���� ����������� �
�����

n′
1 = 24�71 + 8�24 = 32�95; n′

5 = 2�5 + 0�36 + 0�02 = 2�88.

���	������ ���	����	 �
 ���������	 �
����� �
 ��������� ����
���	� �	����
�  !� "���� ��!
���� ����
������� �
�!� #$�

������� ��

i ni n′
i ni − n′

i (ni − n′
i)

2
(ni − n′

i)
2

n′
i

1 27 32,95 5,95 35,4025 1�0744

2 31 31,77 0,77 0,5929 0�0187

3 23 22,69 −0,31 0,0961 0�0042

4 11 9,72 −1,28 1,6384 0�1686

5 8 2,88 −5,12 26,2144 9�1022∑
100 χ2

�����
= 10�3681

%� ����
�������& �
�!� #$ ���������

χ2
�����

= 10�3681.

'
 �
�!�"�� ��������� ����� ������	!� χ2 (���� )* ��� �	��	
��
�����	 α = 0�05 	 �	!�����	 ������	� �	!�����	

k = s − 1 = 5 − 1 = 4

��
������ �������� ����� ��
�����������& ��������& ��!
��	�

χ2
��

(0�05; 4) = 9�49.

+��	!��� χ2
�����

> χ2
��
� �	������ ��� �	���	
!���, ������	! �	����

!�����

#-#



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

����� �������	
 ������� �� ������ ��
���


����� ������ 	�
���� �	�	�	
�� �������� ������ ��	����� ��
��������� ��	���� ������� �������	 ����	��� ��� �������� �����
������� ��������	� �� ������� ���������

������� �� ��� 	��� ��� �� ����� ���
����	� α �������	 �����
	��� ��� 	� �� ������!����� �������� ���
�� X ����������� ��
������� �������� ���������"

#$ ����	 �� ������ �	�	�	
�� ���������� �������� ������
�% x�&

'$ ���	 �� �(���� ������	�� λ ��������� �������� �������� ���
����% λ	 = x�&

)$ ����	 �� *������� �������� +��� �� ��	���� 	���(�� ���� )$
���������	� Pi ���� ����� i ����� � n ������������ +i = 1,
2, . . . , r �� r , ���������� �������	� ����	���!��� �����&
n , ����� �����$&

-$ ����
	 	����	
�� 
��	�	

n′
i = n · Pi;

.$ �������	 �����
�� 	� 	����	
�� 
��	�	 �� ��������� ���
	���� ������� ����/ �������	� �	������ �������	� k = s − 2 
�� s , �������	� ������	 ����� +���� ���������� ��0%������
����
������ 
��	�	 � ���� ����� 	� s , �������	� ������	 
�� ���/��� ����� ��0%������ 
��	�	$�

���	��
 �� 1 n = 1000 ���������� ���	�� 	����� ��%�	��������
�������	� xi ��������� ������(�� ��������� 
��� ���� �	����� 	���
�	�	�	
�� �������� �������	� xi ����� � ni ���	��� 	�����"

xi 0 1 2 3 4 5 6 7

ni 242 349 234 107 43 21 3 1
.

��	����� �� ����� ���
����	� 2 2. �������	 ����	��� ��� 	� ��
�������	� ��������� ������(�� X ����������� �� ������� ���������

'3)



������� ���� ����������� ��������	�


���������� �������� �	�
��� ��������� �����	��

x� =
0 · 242 + 1 · 349 + 2 · 234 + 3 · 107 + 4 · 43 + 5 · 21 + 6 · 3 + 7 · 1

1000
=

= 1�44.

������ �� ���	�� �������� λ ��������� ������	� ���������
�����	��

λ	 = x� = 1�44.

����� ����	 ������	�� �� �������������� �� ����
 �� ����

P1000(i) = 1�44i · e−1�44

i!
.

������!� i = 0, 1, . . . , 7� �������� 
����	���� Pi = P1000(i)�

P0 = 1�440 · e−1�44

0!
≈ 0�2369; P1 = 1�441 · e−1�44

1!
≈ 0�3412;

P2 = 1�442 · e−1�44

2!
≈ 0�2456; P3 = 1�443 · e−1�44

3!
≈ 0�1179;

P4 = 1�444 · e−1�44

4!
≈ 0�0424; P5 = 1�445 · e−1�44

5!
≈ 0�0122;

P6 = 1�446 · e−1�44

6!
≈ 0�0029; P7 = 1�447 · e−1�44

7!
≈ 0�0006.

"	�
��� ��������	� ������� n′
i = n · Pi�

n′
0 = 1000 · P0 = 236�9; n′

1 = 1000 · P1 = 341�2;
n′

2 = 1000 · P2 = 245�6; n′
3 = 1000 · P3 = 117�9;

n′
4 = 1000 · P4 = 42�4; n′

5 = 1000 · P5 = 12�2;
n′

6 = 1000 · P6 = 2�9; n′
7 = 1000 · P7 = 0�6.

�������� ������� n6 = 3 � n7 = 1 ���������	� #�	!� �$���%�
��$��	��� &' �� �������( n5� � ���

n5 = 21 + 3 + 1 = 25.

)*+



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

�� ���������	 �
����	� � ��������
� ������
��� �
������ ��������
�	�	 ����������� ����������� �
�����

n′
5 = 12�2 + 2�9 + 0�6 = 15�7.

���������� ��������� �
 ���������� �
����� �
 ��������� ����
����� ������
 !"� #���� ��"
���� ����
�	����	 �
�" $$ 

������� ��

i ni n′
i ni − n′

i (ni − n′
i)

2
(ni − n′

i)
2

n′
i

0 242 236,9 −5,1 26,01 0�1098

1 349 341,2 −7,8 60,84 0�1783

2 234 245,6 11,6 134,56 0�5479

3 107 117,9 10,9 118,81 1�0077

4 43 42,4 −0,6 0,36 0�0085

5 25 15,7 −9,3 86,49 5�5089∑
1000 χ2

�����
= 7�3611

%� ����
�	�����& �
�" $$ �����	���

χ2
�����

= 7�3611.

'
 �
�"�#�� ��������� ����� �������"	 χ2 (��� )* ��� �����
��
�	���� α = 0�05 � ��"������ ��	����� ��"������

k = s − 1 = 6 − 2 = 4

��
������ �������	 ����	 ��
�����������& ��������& ��"
����

χ2
��

(0�05; 4) = 9�49.

+���"��� χ2
�����

< χ2
��

� ���
� �����
� �����"��� �������	 ��� ����
����" ���
�����& ��"����� X (��"������ ���������� ���
�	 � �
���&*
�
 �
����� �	
����
 

$,-



������� ���� ����������� ��������	�

������ �� ������	 
�

������ �� �� ���������	 
���������	 �������� � ������� ��������
������������ ����������� σ = 3�2 �������� ���� ������ ����

n = 64� �� ���� �������� ��������� ������� x� = 13� �������� ���
����� ���������  � ! ���������� ����� 
������ H0 : a = a0 = 12
��� ��������� 
������� H1 : a 
= 12�

����	
���� "������ 
������� �������������

������ �� �� ���������	 
���������	 �������� � ������� ��������
������������ ����������� σ = 3�3 �������� ������ ����
 n = 121�
�� ���� �������� ��������� ������� x� = 10�6� �������� ��� �����
���������  � # ���������� ����� 
������ H0 : a = 10 ��� ����$
����� 
�������

%& H1 : a 
= 10'
�& H1 : a > 10'
�& H1 : a < 10�

(��� ��
�� ������ ���)����� ��������������
� �� ������������
�
�������	��

����	
���� "������ 
������� �� ������������ � ��� ����� ���������
���)����� ��������������
� �� ������������
� �������	� �������$
��� ����������  �*+,# �  �,-,.�

������ � /�� ������� ����
 n = 20� ��������	 � ���������	 
���$
������	 ��������� �������� ��������� ������� x = 37 � 0��������$
��1 ��������� ������� ����������� ���������� s = 4�2� �������� ���
����� ��������� α = 0�05 ���������� ������ 
������ H0 : a = a0 =
= 35 ��� �������������� 
������� H1 : a 
= 35�

����	
���� "������ 
������� �������������

������ �� (��������� ���)��� �����	 ������ ��� ��������� a =
= a0 = 12 ��� (��������� ����������� ,! ��������� ���������� ��$
����� ������� ���� ���������2

�������� �� 11 11�5 12 12�5 13

	
��
��� ������� 6 8 7 3 1
.

,33



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

�������� ��� ��	�� 
�������� 0�01 ����	����� ����	� ������

H0 : a = a0 = 12 ��� ��������� ������
��

�� H1 : a 
= a0�

�� H1 : a > a0�

	� H1 : a < a0�

���������� �� � �� ����	�� ������
� �� 	�������� ��� 	� ����	�� ��!
����
� 	�������� ���

�	�	
	 �� "
 ���#�� ��$ ������� ��$ �������� ����#��� 	�����
����� n = 31� ��� ���$ 
������� 	������	 	����	��� ���������
s2 = 44� ����	����� ��� ��	�� 
�������� α = 0�01 ����	� ������

H0 : σ2 = σ2

0 = 25� ���� �� �������	�� ������
� H1 : σ2
0 > 25�

���������� ����	�� ������
� 	�������� ���

�	�	
	 �� "
 ���#�� ��$ ������� ��$ �������� ����#��� 	�����
����� n = 26� ��� ���$ 
������� 	������	 %	����	���& ���������
s2 = 3�2� ����	����� ��� ��	�� 
�������� α = 0�05 ����	� ������

H0 : σ2 = σ2

0 = 2� ���� �� �������	�� ������
��

�� H1 : σ2
0 > 2�

�� H1 : σ2
0 
= 2�

	� H1 : σ2
0 < 2�

���������� �� ����	�� ������
� 	�������� ��� �� � 	� ����	�� ����!
��
� �� 	�������� ���

�	�	
	 � "
 ���#�� ��$ ������� ��$ �������� ����#��� 	�����
����� n = 200�

xi −1 0 1 2 3 4 5

ni 17 24 30 34 35 33 27
.

�������� ����	����� ��� ��	�� 
�������� α = 0�01 ����	� ����!
��
 H0 : σ2 = σ2

0 = 3� ���� �� �������	�� ������
� H1 : σ2
0 > 3�

���������� ����	�� ������
� 	�������� ���

'()



������� ���� ����������� ��������	�

������ �� ��� ������ ���	� 
 ��������	 ��� ���������� 
������


��� ��� �������� 
	����� ������
m

n
= 0�34� ��� �	
�	 ��������	

��� ����	��� ����
	���� ����
� !	����� H0 : p = p0 = 0�25 ��� ����
��"�	� !	�����	 H1 : p 
= 0�25�

����	
���� #���
�� !	������ 
	�����$�����

������ �� ��� ������ ���	� 
 ��������	 % & ���������� 
������


��� ��� �������� 
	����� ������
m

n
= 0�375� ��� �	
�	 �������

��	 ���� ����	��� ����
	���� ����
� !	����� H0 : p = p0 = 0�4 ���
�����"�	� !	�����	'

�( H1 : p > 0�4)
�( H1 : p < 0�4�

����	
���� #���
�� !	������ �� 
	�����$���� 
 ���� 
��������

������ �� *��������
"�� ������	� �	������ ��� �	
�	 �������
��	 ��� ����
	����� �� ����
��$���� !	������ ��� ���+������ ����
���	� !���������� �������	 X� ���� � ,	$� �������	 ����+���
��� 
��	�� ����! n = 200'

xi 15 16 17 18 19 20 21 22

ni 8 28 31 41 33 28 24 7
.

����	
���� -	������ ��� ���+������ ������	� 
	�����$�����

������ � *��������
"�� ������	� �	������ ��� �	
�	 �������
��	 ��� ����
	����� �� ����
��$���� !	������ ��� ���+������ ����
���	� !���������� �������	 X� ���� � ,	$� �������	 ����+���
��� 
��	�� ����! n = 200'

(xi; xi+1] (0; 3] (3; 6] (6; 9] (9; 12] (12; 15] (15; 18] (18; 21]

ni 15 25 45 51 34 22 8
.

����	
���� -	������ ��� ���+������ ������	� 
	�����$�����

%&.



������ ��� ����������� ��	�
�	�� ����������� �������

������ ��� �����������	
� ������� �������� ��� ����� ���
����
��� ���� ����������� 
� ������������� �������� ��� ���������� ����
����� ���������� ���������� X� ���� � !�� ���������� ��������
���� ��"���� �"���� n = 100#

(xi; xi+1] (4; 7] (7; 10] (10; 13] (13; 16] (16; 19] (19; 22] (22; 25]

ni 12 9 21 8 11 19 20
.

���	
����� $������� ��� ���������� �������� ���%��������&

������ �� '�� �����	 A� ���������� ����� ��� ������	� ��(� ����
������ n = 200 ���������% �����"������ ����� � ���% ���������� �
N = 10 ��������& �����������	
� ������� �������� ��� ����� ����

������ ���� ����������� 
� ������������� �������� ��� "���������
�� �������� ��������� ����
��� X )��������� ���� ���� A*� ����
�������� ���� ��"����#

xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ni 2 12 31 42 39 35 27 5 4 2
.

��������� +��� �",������ ����
������� 
������# n0 �",������ � n1�
� n8� n9 � n10 - � n7&

���	
����� $������� ��� "���������� �������� �� ���%��������&

������ ��� . n = 1000 ���������% ����� ������ �������������
��������� xi �������� ������!� � ��������� 
��� "��� �������� ����
��������
�� �������� ��������� xi "���� � ni ������% ������#

xi 0 1 2 3 4 5 6 7

ni 427 363 154 41 9 3 2 1
.

�����"�� ��� ����� ���
������ ���� ���������� �������� ��� ��� ��
��������� �������� ������!� X ����������� �� ������� ��������&

��������� +��� �",������ ����
������� 
������ n6� � n7 � n5&

���	
����� $������� ��� �������� �������� �� ���%��������&
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������� ���� ����������� ��������	�

������ ��� 	�
�
�� ����
�������� �������

����� ������	
���� ���������� ������

��� ���������� ������	

����� �� ���	��
�� �����	�� ���������� ������ X ��� ������ ���
��� F � ���� ��� p 
����� ����� F1, F2, . . . , Fp� �� ������� ����
����
���� �� q ���������	 ��� ������� ��	��
���� �����	����

��
������	 � ��
�� xij � �� i � ���� ������������ i = 1, 2, . . . , q 
j � ���� ���� ������� j = 1, 2, . . . , p� � ����
�!�	 � ��"���� ���
���#� $����� %&'�

������� ��

�����
������	�
���

i

����� �
����


F1 F2 · · · Fp

� x11 x12 · · · x1p

� x21 x22 · · · x2p

· · · · · · · · · · · · · · ·
q xq1 xq2 · · · xqp

��	���� ������� x�� x��� � x��� � · · · x��� p

(����� ����"�� � ������) �� ���� �����*�
�� α �������� �
�
����� "������� �� ����
�	 "������ 
������ �� ������ *� "�����
"�����	�� ��
��
�+ ��� � ��������� ��� ���������

,�� ���-����� #! ������� ��������	)

�' 
������ ���� �������� ��������	 
��
���������� ������	
������ ��� ��"��	��"� ��������"� 
����	�"�)

S��� =
p∑

j=1

q∑
i=1

(xij − x�)2;

�' ��	����� ���� �������� ��������	 "������ 
������ ��� ���
"��	��"� ��������"� 
����	�"� $���������� ��
�!�����

%./



������ ��� �������� ���	�
����� �������

���� ������	
��

S���� = q

p∑
j=1

(x��� j − x�)2;

� �������� ���� ������� ���	���� ������������	� �������
����	 �� ���� �������� ���������� ���������	��� ���������
�� ������	�� ����	
��

S��	 =
p∑

j=1

q∑
i=1

(xij − x��� j)2.

�����	��� ���	 ��� ���� ��������� �� !�������

S��	 = S��� − S����.

"������� �� !������� ���	 ������ � �#�	�����	 �� ���	�	
!�������	�

S��� =
p∑

j=1

Pj −

( p∑
j=1

Rj

)2

pq
;

S���� =

p∑
j=1

R2
j

q
−

( p∑
j=1

Rj

)2

pq
,

�� Pj =
q∑

i=1

x2
ij $ ���� ������� ������������	� ������� �����	

�� ���� Fj % Rj =
q∑

i=1

xij $ ���� ������������	� ������� �����	 ��

���� Fj &
'�(� ������������� �������� �����	 �������� ��	��) �� ���

����(���� �#�	����� ��������� �� ������� ��������������� ����
����� ���� * �� ���� �	��� C) ��� ��	#�	��� ������� ����������
����������& '�(� ���� ��� �������� ������	�	

yij = xij − C,

+,-



������� ���� ����������� ��������	�

��

S��� =
p∑

j=1

Qj −

( p∑
j=1

Tj

)2

pq
;

S���� =

p∑
j=1

T 2
j

q
−

( p∑
j=1

Tj

)2

pq
,

�� Qj =
q∑

i=1

y2
ij � ���� 	
������
 �������� ������ ���	� �� ��
��

Fj � Tj =
q∑

i=1

yij � ���� �������� ������ ���	� �� ��
�� Fj �

������
�� ��	����� �� ����	�
� ���� �� 
����
���� 	���	����
�������
 
��������

k���� = p − 1, k��� = p(q − 1),

�������� ��	����� �� ����	�
� ����������

s2
���� =

S����
p − 1

; s2
��� =

S���
p(q − 1)

.

��	����� �� ����	�
� ��������� ����
����� � 	
���
��� ��

��
� � �����	�
��

F��	�� =
s2
����

s2
���

.

���� � �� ��!�� 	�������� ����	 �������� ������ � "����#
	��� $���� %& ��� ������� ��
�� ����'���� α � 	���	���� �������


��������

k1 = k����, k2 = k���

�������� 	������� ���	� F�
(α; k1, k2)�
(	'� F��	�� < F�
) 
���������� *����
�� �������� 

�+���� ��#

����,
��� (	'� F��	�� > F�
) !� 
���������� 

�+���� ����,
���

-.-



������ ��� �������� ���	�
����� �������

���������� �	 �����������	
 �	�����
�	
 ������ �	����� �
��� ����� ������ ������� 
 � ��� ���� ��������� �� ���
����� ������ ��	���� ��� ���� ������ ��������� ��������� ���
���	 ��������� 

���������� 
	 !��������� ������ ��� ���	 ��������� ��������
���� � ������������
 �	���"� 

���������� �	 #�$� �������� �	������ �	��	���� ����� ���
���	�����%� ������ ����� ���	�	 �	������ ��� �� $� ���� �������
����	���	 ������� ������� &��	�	 ������	� � ������ ���� ��������
���	����� ��
�� 

���������� �	 #�$� ������������ ������� xij ������ �����
�� �	��� k '����	����� �������� ����	 ������ �	��� 10−d� � d (
��������� "	�� ����� ���	)� ��"����� ��
�	 �� ���	� ������*

yij =
xij

k
.

+�	 "���� �������� �� ���	����� �	�����% ��������� � k2 ������
�� %� ��������� � ����	���� 

������ �	 +������ �� ��� �	��������� �� ������� � ���	�
���� ������ ������� ��� ����	�	 �	������	 ,����� �	�����
����
������� ��	 ����� �����$���� -�-. �����	�	 ������� ������� ���
�������� ������	� ������ +�	����������� $� �	����	 ���	���� �
��������	� ���������
 � �������	�	 �	�������	 !�������	 �	�
��������� ������ � ���� /0 

����������� 1��
��� ������� �����*

x� = (24 + 26 + 21 + 25 + 25 + 27 + 22 + 26 + 26 + 28 + 24 + 28 +
+ 29 + 29 + 25 + 28 + 31 + 30 + 27 + 29 + 32 + 32 + 29 + 30 +
+ 33 + 35 + 30 + 33)/(7 · 4) = 28.

2�� ����$��� ����������� �������� ��� ������� ���������
������ ������� xij ������� ����� x� = 28� ����� ��
��� ��
�����	� ��	�	�*

yij = xij − 28.
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������� ��

�����
������	�
���

i

����� �
����


F1 F2 F3 F4

� �� �� �� ��

� �� �� �� ��

� �� �� �� ��

� �� �� �� ��

� �� �� �� ��

� �� �� �� ��

� �� �� �� ��

��	���� ������ x�� ��!����� ��!����� ��!����� ��!�����

�������� ��	��
����� ����� ���

������� �	

�����

������	�
���

i

����� �
����

"���	�����#

�����$��
F1 F2 F3 F4

yi1 y2
i1 yi2 y2

i2 yi3 y2
i3 yi4 y2

i4

� −4 �� −2 � −7 �� −3 �

� −3 � −1 � −6 �� −2 �

� −2 � � � −4 �� � �

� � � � � −3 � � �

� � � � � −1 � � �

� � �� � �� � � � �

� � �� � �� � � � ��

Qj =
7∑

i=1
y2

ij �� �� ��� ��
4∑

j=1
Qj = 314

Tj =
7∑

i=1
yij � �� −18 �

4∑
j=1

Tj = 0

T 2
j �� ��� ��� �

4∑
j=1

T 2
j = 470

���



������ ��� �������� ���	�
����� �������

�����������	
� ���������� �����
�� ����� ��� �������� ���

������ � �������� ���� �������� ��������� �������	
�� �� �����

����� ������ ������� p = 4� ��������� ����������� �� �� ���� �����
q = 7!

S��� =
p∑

j=1

Qj −

( p∑
j=1

Tj

)2

pq
= 314 − 0 = 314;

S���� =

p∑
j=1

T 2
j

q
−

( p∑
j=1

Tj

)2

pq
=

470
7

− 0 ≈ 67�14.

"������ ����#���� ���� �������� ��������!

S��� = S��� − S���� = 314 − 67�14 = 246�86.

�����
��� ��������� �������� ���������!

k���� = p − 1 = 4 − 1 = 3, k��� = p(q − 1) = 4 · (7 − 1) = 24.

$�
������ �������� �� ����#���� �������%!

s2
���� =

S����
p − 1

=
67�14

3
≈ 22�38;

s2
��� =

S���
p(q − 1)

=
246�86

24
≈ 10�29.

&�����'(�� �������� �� ����#���� �������% �� �������	 ����

����	 )�#��� * +�������� ,�' -���� ���
���� ������� ���������

 ����� ���
���' �������	!

F��	�� =
s2
����

s2
���

=
22�38
10�29

≈ 2�175.

.������	
�� �� ��������� �������� ��������� 
��������� k1 = 3�
� ���������� * k2 = 24� ��� ����� ���
������ α = 0�05 �� �� /
�������� �����
�� ��
��!

F�
(0�05; 3; 24) = 3�01.

�0�



������� ���� ����������� ��������	�

�������� F����� < F��� ��	�
	� ������� �� ��
	���� ����
��
�����	�� 	� 
���������� �	���� ���
���� ����
� �����	� 
�����	���
���� 	� �����
��

����� �����	
����� ���������� 	�	���

��� ������� �����


����� 	� �������	� 	������	� ��������	� ��	��� X ��� ������ F �
���� ��� p ������ ��
	�
 F1, F2, . . . , Fp� �� �� 	��� ��
	� ��
���	�

���!�
�		� ��� ������ � ���� 	�
�� �������� "� �������
����� � q �����	��
� #��������� ������� �	� $ %���� xij � �� i $
	���� 
���!�
�		�� i = 1, 2, . . . , q� j $ 	���� ��
	� ������� F �
j = 1, 2, . . . , p� $ �������� � 
������ ��!��&� '��!�� ()*�

������� ��

�����
������	�
���

i

����� �
����
 �������	
����
�������

xiF1 F2 · · · Fp

� x11 x12 · · · x1p x1

� x21 x22 · · · x2p x2

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
q xq1 xq2 · · · xqp xq

��	���� ������� x�� x��� � x��� � · · · x��� p

+ &���� ���� 
�	������ �
� ����%�,

-* 	� ��
	� �	�%�"���� α ���
����� ��	�
	� ������� �� ��
	����
����
�� �����	�� �� ���
�� "� ����
� ��	�����	� �������.
��% � 	�
������ ��� ��	���
�/

(* 	� ��
	� �	�%�"���� α ���
����� ��	�
	� ������� �� ��
	����
�	��
������	�� �����	�� �� ���
�� "� �	��
������	� ��	�����	�
�������. ��% � 	�
������ ��� ��	���
��

0�! ���
1����� &� ����%�� �	�������,

(2)



������ ��� �������� ���	�
����� �������

�� �������� ���� ��������� ����	
�� �������������	� ������
�����	 ��� ����
���� �	��������� ����������

S��� =
p∑

j=1

q∑
i=1

(xij − x�)2;

�� ����
�� ���� ��������� ����	
�� ������	� �������� ��� ���
��
���� �	��������� ��������� ���������	��� �����������
���� ������	���

S���� = q

p∑
j=1

(x��� j − x�)2;

�� ������������� ���� ��������� ����	
�� ���	�����
�	� ������
��� ��� ����
���� �	��������� ��������� ���������	��� ������
������ ���� ���	�����	���

S	
� = p

q∑
i=1

(xi − x�)2;

�� �������� ���� ��  ����
��

S��� = S��� − S���� − S	
�.

!���
	�"	  �������# ���	�����
�� �� ��
	"���� ���	 �� ����
������� ��
���� �������� ��
�����

k���� = p − 1, k	
� = q − 1, k��� = (p − 1)(q − 1),

��������  �������# ���	�����
�� �� ��
	"���� �	������$�

s2
���� =

S����

p − 1
; s2

	
� =
S	
�

q − 1
; s2

��� =
S���

(p − 1)(q − 1)
.

%���"��# ���������  ������� �� ���	�����
�� �	������$ �� ���

	"����� �	�������� �� �
���
��� ����
� � ������
��

F����
��� =

s2
����

s2
���

, F 	
�
��� =

s2
	
�

s2
���

.

&''



������� ���� ����������� ��������	�

���� �� ������	
 �������� ���� ��������� ���	�� � ��	�	�
���� ����� �� ��� �������� ����� ������ �� α � ���!�� ��  ���	���
���!�� �� �k���� � � 	�!���" k��� � � 	�!���" k��� � ����	�����
������#�! ������� ���� F����

�	 (α; k����, k���) � F ���
�	 (α; k���, k���)�

$��� F����

��
� < F����

�	 " �������� �! %�������  	�	���� ���&�
�!

�	 ���'��
� $��� F����

��
� > F����

�	 " �������� �! %�������  	�	����
���&�
�!  ���'��
�

$��� F ���

��
� < F ���

�	 " �������� �! ����������!���  	�	���� ���&��


�! �	 ���'��
� $��� F ���

��
� > F ���

�	 " �������� �! ����������!���  	�
�	���� ���&�
�!  ���'��
�

���������� �	 (���)�������* �� �	� �*��* ������ ��# ��+#����
������� ����%�' �	 �	��	 ��!�� ������ )������ * �	 �	��	 ����
	�	�	���� �������" ������ #��� �����

�! # �� � �� ����#� )�������

���������� 
	 ,	���!��
� ������ ��' ���� ������!�� ��������
�	��
 � �� ���&�����* ��������

���������� �	 $��� )������� ��� ����������!�� �� �	� �- ��#��
�#�! # �	����� ��� ���������-" ������ ��&�� ������ �� ����� ���
�	" �� �	��' ��� ��� ������#�� � ����� %����	��� .�����  ������" �
����� �������� �����!�� ��� �	��# ��*���

���������� �	 $���  �� �	�	&����� ���	��# xij ������ �	#���
�� � �� k ����������" �	 #����� ����� ������ � �� 10−d" �	 d �
���!�� �! ��)� �� �# �����" �����!�� �	�	*�� �� ����� ���	�!/

yij =
xij

k
.

0�� �!��� )�������" ����������!�� �� ��������� �� �	� �- ��	����
�! # � k2 �����" ��	 -� ������	��# �	 ������! #�

������ �	 0���	�	�� �����������# �� ��&���� � ����!�� ����
��� )������ ��� ����'
 * ��'
  ���
 �������
 � �	 �� 	�	�	�����
1	����� �� �	� �*��%� ������� ��� ����� ������ �� 2"23 �	�	������
� ����� %����	�� ��� ����� �! %�������  	�	���� �� � ����� %����	��
��� ����� �! ����������!���  	�	����� 0���� ��'�! #" �� �	���!���

� ������ ������!�� ��������	�� � �� ���&�����* �������� ,	���!�
���� ����������! ������ � ����� 45�

45�



������ ��� �������� ���	�
����� �������

������� ��

�����
������	�
���

i

����� �
����
 �������	
����
�������

xiF1 F2 F3 F4

� � �� � �� �

� � � � �� �

� � �� � �� �

� � �� � �� � 

� � � � �� �

� � �� � �� ��

!�	���� ������" x�� � �� � ��

����������� �������� ��	�
��� �������

x� = (5 + 11 + 7 + 13 + 3 + 9 + 8 + 12 + 5 + 12 + 5 + 14 + 6 + 11 +
+ 6 + 17 + 4 + 8 + 5 + 11 + 7 + 15 + 5 + 17)/(6 · 4) = 9.

�
� �����
���� ��	�
���� ���� �������� �����
��� ����������

����� ������� ����� ��� ��	�
���	� ��������	� �������	� ��
�����

���������� ���
�  !" � ��� ������� ������� xij ����#��� ��������

yij = (xij − x�)2.

������� �	

�����
������	�
���

i

����� �
����

(xi − x�)2

F1 F2 F3 F4

� �� � � ��  

� ��  � � �

� �� � �� ��  

� � � � �� �

� �� � �� � �

� � �� �� �� �

(x�� − x�)2 �� � � �� S��� = 404

 $%



������� ���� ����������� ��������	�

�� ����� �� �	
���	��

S��� = 404;

S���� = q

p∑
j=1

(x��� j − x�)2 = 6 · (16 + 4 + 9 + 25) = 324;

S	
� = p

q∑
i=1

(xi − x�)2 = 4 · (0 + 1 + 0 + 1 + 4 + 4) = 40.

���	����� ��� ��������� ����	����

S��� = S��� − S���� − S	
� = 404 − 324 − 40 = 40.

������� ��������� �������� ����������

k���� = p − 1 = 4 − 1 = 3,

k	
� = q − 1 = 6 − 1 = 5,

k��� = (p − 1)(q − 1) = 3 · 5 = 15.

������� ��������� ���	��������� �� 
��	����� �	��������

s2
���� =

S����

p − 1
=

324
3

= 108;

s2
	
� =

S	
�

q − 1
=

40
5

= 8;

s2
��� =

S���

(p − 1)(q − 1)
=

40
15

=
8
3
.

������ !� �������� �� ���	��������� �	������� �
 
��	�����"

�	������!" 
� ��	����! #����� $ %���������

F����
��� =

s2
����

s2
���

=
108 · 3

8
= 40�5;

F 	
�
��� =

s2
	
�

s2
���

=
8 · 3
8

= 3.

��&



������ ��� �������� ���	�
����� �������

���� �� ������	
 �������� ���� ��������� ���	�� � ��	�	�
���� ����� �� ��� �������� ����� ������ �� α = 0!01 � ���"�� ��
 ���	��� ���"�� �� �k���� � � 	�"���! k��� � � 	�"���! k��� � ����
�	����� ��������� ������� ����#

F����
�	 (0!01; 3; 15) = 5!42;

F ���
�	 (0!01; 5; 15) = 4!56.

$ ���"�� F����

��
� > F����

�	 ! � ����� %����	�� ��� ����� �" %�������
 	�	���� ������&'��� (�����  ������! �������� �" %�������  	�	����
 ���'���

$ ���"�� F ���

��
� < F ���

�	 ! � ����� %����	�� ��� ����� �" ���������
��"���  	�	���� �	 ������&'��� (�����  ������! �������� �" �������
����"���  	�	���� �	 ���'���

����� �����	
���� ���������� ������

��� ��������� �����	

)	��* �� ���"�� �� ������"�� ��������	�� ������ X ��
�" ��� +��
����� F � G! &�� ��
�" ���������� p � g  ����� ������ F1, F2, . . . , Fp

� G1, G2, . . . , Gg� )� ��,��* ���� (Fi;Gj) ������ ���* �	�� �� q ���
��������" ��� ������� ��	��
���� -	���"����  �� �	�	,	�" �
� �� �xijk! �	 i � ���	� �����������&! i = 1, 2, . . . , q! j � ���
�	� ����& +������ F ! j = 1, 2, . . . , p! k � ���	� ����& +������ G!
k = 1, 2, . . . , g� � ���� �
�" � ��%�&�� ������� ������ ./��

0 ����� ./ ��	�	�� ���� �����	��&#

• Sjk =
q∑

i=1

xijk �  ��� ���	�" ������ ��& �������! &�� ������

���� & �� ���,	��
 �� ����� Fj +������ F � ����� Gk +������
G! j = 1, 2, . . . , p! k = 1, 2, . . . , g1

• SFj
=

g∑
k=1

Sjk �  ��� ���	�" ������ ��& �������! &�� ��������

�� & �� ���,	��
 �� ����� Fj +������ F ! j = 1, 2, . . . , p1

.�2



������� ���� ����������� ��������	�

• SGk
=

p∑
j=1

Sjk � ���� ������	 
����� �� �����
�� ��� ������

���� 
�������� �� ����� Gk ����
�� G� k = 1, 2, . . . , g�

• S =
p∑

j=1

SFj
=

g∑
k=1

SGk
� ���� ������	 
����� �� ���� �����
��

��� ��������� 
���������

������� ��

�����
�����	�

G

����� �����	� F 
����
���
����F1 F2 · · · Fp

G1 x111, x211, . . . , xq11 x121, x221, . . . , xq21 · · · x1p1, x2p1, . . . , xqp1
SG1

���� S11 S21 · · · Sp1

G2 x112, x212, . . . , xq12 x122, x222, . . . , xq22 · · · x1p2, x2p2, . . . , xqp2
SG2

���� S12 S22 · · · Sp2

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Gg x11g, x21g , . . . , xq1g x12g, x22g, . . . , xq2g · · · x1pg , x2pg , . . . , xqpg

SGg
���� S1g S2g · · · Spg


����
���
����

SF1 SF2 · · · SFp S

���� ��� �
������	 �����
 ���� �
�������� �� ������� 

x� =
1

qpg
S;

xF
��� j =

1
qg

SFj
, j = 1, 2, . . . , p;

xG
��� k =

1
qp

SGk
, k = 1, 2, . . . , g;

xFG
��� jk =

1
q
Sjk, j = 1, 2, . . . , p, k = 1, 2, . . . , g.

! �	
�� ���� ��������	 ��� ����� 

"#"



������ ��� �������� ���	�
����� �������

�� ��� ����	
� F �� 
��� ������	��� α ��
��
��� 	��	�� ���
�	���� �
	 
������ �
��	�� ��
����� �� ��	�� �	 �
��	�
����
����� �����
��� �	� � ����	��� ��� 	����	��

�� ��� ����	
� G �� 
��� ������	��� α ��
��
��� 	��	�� ���
�	���� �
	 
������ �
��	�� ��
����� �� ��	�� �	 �
��	�
����
����� �����
��� �	� � ����	��� ��� 	����	��

�� �� 
��� ������	��� α ��
��
��� 	��	�� ���	���� �
	 
������
�
��	�� ��
����� �� ��	�� �	 �
��	� ����
����� �����
���
�	� � ����	��� ��� 	����	� ��� ����	
� F �
� 
����� �
����
 ��� ����	
� G� � ������!

"	# 
	�$�����  � ������� ����	����%

�� �������� ���� ���
��� �������� ��	���
�&����� �������
	����� �� �������	�	 �#�
�		�	 ��
����	�	%

S��� =
g∑

k=1

p∑
j=1

q∑
i=1

(xijk − x�)2;

#� ����
�� ���� ���
��� �������� �
��	�� ��
����� �� ���
�����	�	 �#�
�		�	 ��
����	�	 ��� ����	
� F %

SF
���� = qg

p∑
j=1

(xF
��� j − x�)2;

� ����
�� ���� ���
��� �������� �
��	�� ��
����� �� ���
�����	�	 �#�
�		�	 ��
����	�	 ��� ����	
� G%

SG
���� = qp

g∑
k=1

(xG
��� k − x�)2;

�� ����
�� ���� ���
��� �������� �
��	�� ��
����� �� ���
�����	�	 �#�
�		�	 ��
����	�	 ��� ����	
� F � G%

SFG
���� = q

g∑
k=1

p∑
j=1

(xFG
��� jk − x�)2 − SF

���� − SG
����;

�'�



������� ���� ����������� ��������	�

�� 
����	�� ���� �

S��� = S��� − SF
���� − SG

���� − SFG
����.

�������	� 
������ � ����	���� ���� �� ���������� ��������
������� ��������

kF
���� = p − 1; kG

���� = g − 1;

kFG
���� = (p − 1)(g − 1); k��� = pg(q − 1),

�������� 
������ � ����	���� ����������

(
sF
����

)2
=

SF
����

p − 1
;

(
sG
����

)2
=

SG
����

g − 1
;

(
sFG
����

)2
=

SFG
����

(p − 1)(g − 1)
; s2

��� =
S���

pg(q − 1)
.

����	�� ��������� 
������ ��������� �� ����	����� �������
���� �� 	�������� ������ � �����	���

FF
��	�� =

(
sF
����

)2

s2
���

, FG
��	�� =

(
sG
����

)2

s2
���

, FFG
��	�� =

(
sFG
����

)2

s2
���

.

���� �� � ��!�� ����"��� �"�� ��������� #�	��� $ %�����
���� &���' (� ��� �������� ����� ���"�)��� α � �������� �������
�������� &k1 $ �������� ������� ��������� )� ����������  ���	�*
���������� k2 $ �������� ������� ��������� )� ���������� ���	�*
���������� �������� ����"�� �"�� FF

�
(α; k1, k2)� FG
�
(α; k1, k2) �

FFG
�
 (α; k1, k2)'
+�)� FF

��	�� < FF
�
� ���������� ,������� �������� �������"���

��������� ��� 
����� F ���-��� ��������' +�)� FF
��	�� > FF

�
�
���������� ,������� �������� �������"��� ��������� ��� 
�����
F ���-��� ������'

+�)� FG
��	�� < FG

�
� ���������� ,������� �������� �������"���

��������� ��� 
����� G ���-��� ��������' +�)� FG
��	�� > FG

�
�

.(/



������ ��� �������� ���	�
����� �������

����������� �	
���� ��	����� ����	����� �������� ��� �����	�
G �������� �
�������
���� FFG

�����
< FFG

��
� ����������� �	
���� ��	����� ����	�����

�������� ��� �����	� F �	 	���� �	������� �����	�G ��������
���
������� ���� FFG

�����
> FFG

��
� ����������� �	
���� ��	����� ����

�	����� �������� ��� �����	� F �	 	���� �	������� �����	�
G �������� �
�������

���������� �	  �������	�! ����	��!�! ������ ��� ����"����
�#�	�� ������ �� ���$� ���� 	����� ������� �����	� ! �� ���$�
���� ������	����� �� �����! ��	� 	������ �	���
 ��� ���� ��	 	�����
��������� ������	����� ��� #
� ����������

���������� 
	 %��
���
��� ������ ��� #
� ��	������ 	�������
����� � �������
����! �#�	���

���������� �	 ���� ����� �����	�� ����	��� ������� ����
$�� ��� ���$����&� ��	��
 ����� 	�#� ������� �	� ��� �� ���
��� ������� ������� ������
 �������
� '�$� ������� 
 �����

�����
 ��� ������ �����	� ������$� �#������� ��!���

���������� �	 ���� ������	��
���� �������� xij �	���� ������
�
 ���
 k (���	����� ��������� �	�# �	���� ���
 10−d� �� d )
��������� ��	 ����� ���*� �������� ��	�!� �� ���� �������+

yij =
xij

k
.

,	 ����
 �����	�� �� ���$���� ����	��& ����$����� 
 k2 	�����
��� &� �����$���� �� ���������

������ �	 - 	��
������ �	�������� ���������� ��� 	���� ��
#�	��� �� ����� �����	��� ����! � ��� ��� ��� 	����� ��	����
����� �����
.������ ��������	���� ����	��!���� ������
 �	 	���� ����
�

����� /�/0 ��	���	�+
• ��� �����	� F ������
 �������
 �	� 	������� �	
���� ��	���

��� �� 
���� �� �	
���� ����	����� ����	��& ��� � ��������� ���
��������1
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������� ���� ����������� ��������	�

• ��� ������� G �	
��
� ������� ��� ���
�	�� ������� 	�����

�� �� ������ �� ������ �
�����
� ��	���	�� ��� � 
�������� ���
��
������

• �	
��
� ������� ��� ���
�	�� ������� 	����
�� �� ������ ��
������ �
�����
� ��	���	�� ��� � 
�������� ��� ��
����� ��� �������
F ��� ���
�� �������� ������� G� � 
�������

�����	�����	�� �� �������� �� ��
��� 
������
� ���������
�
� ��	���!���
�" ��#����� $��������� �����#���
� ����
� � ��#����
%��#�� &'(�

������� ��

�����
�����	�

G

����� �����	� F 
������
����F1 F2

G1 � � � � � � � �
SG1 = 27

���� S11 = 16 S21 = 11

G2 � � � � � � � �
SG2 = 38

���� S12 = 19 S22 = 19


������
����

SF1 = 35 SF2 = 30 S = 65


���������� )�� ��
�� ������ �
���

� ���������� q� p� g ����*

q = 4; p = 2; g = 2.

+� ������� ��
�� ��#�� &' �
�"���� x�� xF
��� j � j = 1, 2� xG

��� k�

k = 1, 2� xFG
��� jk� j = 1, 2� k = 1, 2*

x� =
1

qpg
S =

1
4 · 2 · 265 = 4�0625;

xF
��� 1 =

1
qg

SF1 =
1

4 · 235 = 4�375;

xF
��� 2 =

1
qg

SF2 =
1

4 · 230 = 3�75;

xG
��� 1 =

1
qp

SG1 =
1

4 · 227 = 3�375;

,-.



������ ��� �������� ���	�
����� �������

xG
��� 2 =

1
qp

SG1 =
1

4 · 238 = 4�75;

xFG
��� 11 =

1
q
S11 =

1
4
16 = 4;

xFG
��� 12 =

1
q
S12 =

1
4
19 = 4�75;

xFG
��� 21 =

1
q
S21 =

1
4
11 = 2�75;

xFG
���22 =

1
q
S22 =

1
4
19 = 4�75.

���������	


� �

���� ���� ��
��
��� ��������� �����������
��� ��
����
���
�� ��� �

����� ���������� ���������	

S��� =
g∑

k=1

p∑
j=1

q∑
i=1

(xijk − x�)2 = (4 − 4�0625)2 + (3 − 4�0625)2 +

+ (5 − 4�0625)2 + (4 − 4�0625)2 + (2 − 4�0625)2 +

+ (4 − 4�0625)2 + (3 − 4�0625)2 + (2 − 4�0625)2 +

+ (4 − 4�0625)2 + (5 − 4�0625)2 + (6 − 4�0625)2 +

+ (4 − 4�0625)2 + (4 − 4�0625)2 + (5 − 4�0625)2 +

+ (5 − 4�0625)2 + (5 − 4�0625)2 =
= 18�9375;

�� �
������ ���� ��
��
��� ��������� ������� �������� ��� �
�

����� ���������� ��������� ��� �
����
 F 	

SF
���� = qg

p∑
j=1

(xF
��� j − x�)2 =

= 4 · 2 · [(4�375 − 4�0625)2 + (3�75 − 4�0625)2
]

=
= 1�5625;

�� 



������� ���� ����������� ��������	�

�� �������	 
	�	 �������� �������� ��	����� 
������ �� ���
�������� ���������� 
��������� ��� ������� G�

SG
���� = qp

g∑
k=1

(xG
��� k − x�)2 =

= 4 · 2 · [(3�375 − 4�0625)2 + (4�75 − 4�0625)2
]

=
= 7�5625;

�� �������	 
	�	 �������� �������� ��	����� 
������ �� ���
�������� ���������� 
��������� ��� ������� F  G�

SFG
���� = q

g∑
k=1

p∑
j=1

(xFG
��� jk − x�)2 − SF

���� − SG
���� =

= 4 · [(4 − 4�0625)2 + (2�75 − 4�0625)2 + (4�75 − 4�0625)2 +

+ (4�75 − 4�0625)2
]− 1�5625 − 7�5625 =

= 1�5625;

�� ��������	 
	�	�

S��	 = S��� − SF
���� − SG

���� − SFG
���� =

= 18�9375 − 1�5625 − 7�5625 − 1�5625 =
= 8�25.

�������� ������� �� ��������	 
	�� �� �������	 ����
��

�	���� �����
�

kF
���� = p − 1 = 2 − 1 = 1;

kG
���� = g − 1 = 2 − 1 = 1;

kFG
���� = (p − 1)(g − 1) = 1 · 1 = 1;

k��	 = pg(q − 1) = 2 · 2 · (4 − 1) = 12,

���



������ ��� �������� ���	�
����� �������

�������� ��	
���� 
� ����	��� ����������

(
sF
����

)2
=

SF
����

p − 1
=

1�5625
1

= 1�5625;

(
sG
����

)2
=

SG
����

g − 1
=

7�5625
1

= 7�5625;

(
sFG
����

)2
=

SFG
����

(p − 1)(g − 1)
=

1�5625
1

= 1�5625;

s2
��� =

S���
pg(q − 1)

=
8�25
12

= 0�6875.

�����
�� ���������� ��	
���� ��������� �� ����	���� ���������
�� �� 	��
����� ������ � �����	����

FF
����� =

(
sF
����

)2

s2
���

=
1�5625
0�6875

≈ 2�27;

FG
����� =

(
sG
����

)2

s2
���

=
7�5625
0�6875

= 11;

FFG
����� =

(
sFG
����

)2

s2
���

=
1�5625
0�6875

≈ 2�27.

��� �� 
� �!�� 	��
�"��# 
�"�	 �������� ������ � ������
	��� $���% &' ��� �������� ����� ���"�(��
� α = 0�01 � 	�)	��
�
�
������ ��)���
� �������� 	��
�"�� 
�"	��

FF
�	(0�01; 1; 12) = 9�33;

FG
�	(0�01; 1; 12) = 9�33;

FFG
�	 (0�01; 1; 12) = 9�33.

*�	�)	� FF
����� < FF

�	� ���������
) +������# �������# 	�����
��
"��# ���#���) �� ��	
��� F ���,���� ����

����%

*�	�)	� FG
����� > FG

�	� ���������
) +������# �������# 	�����
��
"��# ���#���) �� ��	
��� G ���,���� ��

����%

-&.



������� ���� ����������� ��������	�

�������� FFG
�����

< FFG
��

� ��	
������� ������� ����	��� ���	���
������ ��	������ 	�� ������� F ��� ������ ��	����� ������� G
������
� �����������

����� �����	
���� ���������� ������

��� ������� �����	

���� �� ��������� ���
����� �����	����� ������ X 	���� 	�� ���
����� F � G� ��� 
���� ��	����	�� p � g ������ ������ F1, F2, . . . , Fp �
G1, G2, . . . , Gg� �� ����� ���� (Fi;Gj) ������ �	� ����� �� q ������
!����� ��� ������ � ���� 	�
�� �������� "��������� �������
������ # ����� $xijk� 	� i # ��
�� �����!������� i = 1, 2, . . . , q� j #
��
�� ����� ������� F � j = 1, 2, . . . , p� k # ��
�� ����� ������� G�
k = 1, 2, . . . , g% # ��������� � ����	� ��!���� $��!�� &'%�

(��	�
� ����������� ��� !�	��� �����!�� 	�� ��	���)�� �!���
����� $	���� � ��� ����	��� � ��!�� &'%*

Sjk =
q∑

i=1

xijk, j = 1, 2, . . . , p, k = 1, 2, . . . , g;

SiFj
=

g∑
k=1

xijk, i = 1, 2, . . . , q, j = 1, 2, . . . , p;

SiGk
=

p∑
j=1

xijk, i = 1, 2, . . . , q, k = 1, 2, . . . , g;

Si =
p∑

j=1

SiFj
=

g∑
k=1

SiGk
, i = 1, 2, . . . , q;

SFj
=

q∑
i=1

SiFj
=

g∑
k=1

Sjk, j = 1, 2, . . . , p;

SGk
=

q∑
i=1

SiGk
=

p∑
j=1

Sjk, k = 1, 2, . . . , g;

+,-



������ ��� �������� ���	�
����� �������

S =
q∑

i=1

Si =
p∑

j=1

SFj
=

g∑
k=1

SGk
.

������� ��

�����
�����	�

F

�����
�����	�

G


���	 ������� ����	�� i �������
����� � · · · q

F1

G1 x111 x211 · · · xq11 S11

G2 x112 x212 · · · xq12 S12

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Gg x11g x21g · · · xq1g S1g

������������
����
�� F1

S1F1 S2F1 · · · SqF1 SF1

F2

G1 x121 x221 · · · xq21 S21

G2 x122 x222 · · · xq22 S22

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Gg x12g x22g · · · xq2g S2g

������������
����
�� F2

S1F2 S2F2 · · · SqF2 SF2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Fp

G1 x1p1 x2p1 · · · xqp1 Sp1

G2 x1p2 x2p2 · · · xqp2 Sp2

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Gg x1pg x2pg · · · xqpg Spg

������������
����
�� Fp

S1Fp S2Fp · · · SqFp SFp

������������
����

S1 S2 · · · Sq S

� ����� ���	 
������� ������ �����	�

�� ��� ������ F �� �	
�	 ���������	 α ����
	���� ����
�� �	�
������ ��� �	
�	��� �����
�� ������	� �� ���
�� �� �����
	
���������	 �������	 ��� 	 ��
	���	� ��� �����
	!

"#�



������� ���� ����������� ��������	�

�� ��� ����	
� G �� 
��� ������	��� α ��
��
��� 	��	�� ���
�	���� �
	 
������ �
��	�� ��
����� �� ��	�� �	 �
��	�
����
����� �����
��� �	� � ����	��� ��� 	����	��

�� �� 
��� ������	��� α ��
��
��� 	��	�� ���	���� �
	 
������
�
��	�� ��
����� �� ��	�� �	 �
��	� ����
����� �����
���
�	� � ����	��� ��� 	����	� ��� ����	
� F �
� 
����� �
����
���� ����	
� G� � �������

 � �� 
��� ������	��� α ��
��
��� 	��	�� ���	���� �
	 
������
������������� ��
����� �� ��	�� �	 ������������ ����
�����
�����
��� �	� � ����	��� ��� 	����	�!

"	# 
	�$����� �� ������� ����	���� ���� ���� ���
��� �����
����%

S��� =
g∑

k=1

p∑
j=1

q∑
i=1

x2
ijk − 1

qpg
S2;

S��� =
1
pg

q∑
i=1

S2
i − 1

qpg
S2;

SF
���� =

1
qg

p∑
j=1

S2
Fj

− 1
qpg

S2;

SG
���� =

1
qp

g∑
k=1

S2
Gk

− 1
qpg

S2;

SF
��� =

1
g

p∑
j=1

q∑
i=1

S2
iFj

− 1
qpg

S2 − S��� − SF
����;

SG
��� =

1
p

g∑
k=1

q∑
i=1

S2
iGk

− 1
qpg

S2 − S��� − SG
����;

SFG
���� =

1
q

g∑
k=1

p∑
j=1

S2
jk − 1

qpg
S2 − SF

���� − SG
����;

SFG
��� = S��� − S��� − SF

���� − SG
���� − SF

��� − SG
��� − SFG

����.

�&�



������ ��� �������� ���	�
����� �������

��������� ��	�
���� 
�� �� ��������� ������
�� 
������ ������
��

k��� = q − 1; kF
��� = (q − 1)(p − 1);

kF
���� = p − 1; kG

��� = (q − 1)(g − 1);

kG
���� = g − 1; kFG

���� = (p − 1)(g − 1);

k��� = qpg − 1; kFG
��� = (q − 1)(p − 1)(g − 1),

��������� ���� ��
���
���

s2
��� =

S���

q − 1
;

(
sF
���

)2 =
SF
���

(q − 1)(p − 1)
;

(
sF
����

)2 =
SF
����

p − 1
;

(
sG
���

)2 =
SG
���

(q − 1)(g − 1)
;

(
sG
����

)2 =
SG
����

g − 1
;

(
sFG
����

)2 =
SFG
����

(p − 1)(g − 1)
;

s2
��� =

S���

qpg − 1
;

(
sFG
���

)2 =
SFG
���

(q − 1)(p − 1)(g − 1)
.

�������� ���������� ��
���
�� �� �
���
��� ����
� � ������
��

FF
	
�	� =

(
sF
����

)2(
sF
���

)2 ; FG
	
�	� =

(
sG
����

)2(
sG
���

)2 ;

FFG
	
�	� =

(
sFG
����

)2(
sFG
���

)2 ; F ���
	
�	� =

s2
���(

sFG
���

)2 .

���� �� �������� �����	��� ��	�� �������� ������  !����"
���� #���$ %& ��� ������� ����� ���	'�
�� α � ������
�� 
������
������
�� ��������� �����	�� ��	���

FF
��(α; kF

����, k
F
���); FG

��(α; kG
����, k

G
���);

FFG
�� (α; kFG

����, k
FG
��� ); F ���

�� (α; k���, kFG
��� ).

(�'� FF
	
�	� < FF

��� ��������
�� )������ 
������� ��������	���

��������� ��� *������ F ���+���� ��
��,���$ (�'� FF
	
�	� > FF

���

-./



������� ���� ����������� ��������	�

����������� �	
���� ��	����� ����	����� �������� ��� �����	�
F �������� �
�������
���� FG

����� < FG
��� ����������� �	
���� ��	����� ����	�����

�������� ��� �����	� G �������� ���
������� ���� FG
����� > FG

���
����������� �	
���� ��	����� ����	����� �������� ��� �����	�
G �������� �
�������
���� FFG

����� < FFG
�� � ����������� �	
���� ��	����� ����	�����

�������� ��� �����	� F �	 	���� �	������� �����	�G ��������
���
������� ���� FFG

����� > FFG
�� � ����������� �	
���� ��	����� ����

�	����� �������� ��� �����	� F �	 	���� �	������� �����	�
G �������� �
�������
���� F ���

����� < F ���
�� � ����������� �	
���� ������
����� ��	���

��� ����	����� �������� �	 	���� �	������� �����	�� F � G
�������� ���
������� ���� F ���

����� > F ���
�� � ����������� �	
���� ���

����
����� ��	����� ����	����� �������� �	 	���� �	�������
�����	�� F � G �������� �
�������

���������� �	  �������	�! ����	��!�! ������ ��� ��"����
�#�	�� ������ �� ���$� ���� 	����� ������� �����	� ! �� ���$�
���� ��������� �#�	�� ����� ��� ���	������ �� ���� 	����� 
���
��	 �����	���

���������� 
	 %��
���
��� ������ ��� #
� ��	������ 	�������
����� � �������
����! �#�	���

���������� �	 ���� ������	��
���� �������� xij �	���� ������
�
 ���
 k &���	����� ��������� �	�# �	���� ���
 10−d� �� d '
��������� ��	 ����� ���(� �������� ��	�!� �� ���� �������)

yij =
xij

k
.

*	 ����
 �����	�� �� ���$���� ����	��+ ����$����� 
 k2 	�����
��� +� �����$���� �� ���������

������ �	 , 	��
������ �	�������� ���������� ��� ������ ! ����
����� �#�	��� �� ����� �����	��� ����! � ��� ��� ��� 	�����
��	���� ����� �����

-./



������ ��� �������� ���	�
����� �������

������� �����	��
���� ����
������� ������� �
 
���� ������
����� ���� ��
���
��

• ��� ��	��
� F ������� �������� �
� 
������� �
����� ��
���
��� �� ����� �� �
����� ����
����� ����
��� ��� � ��������� ���
����	��� 

• ��� ��	��
� G ������� �������� �
� 
������� �
����� ��
���
��� �� ����� �� �
����� ����
����� ����
��� ��� � ��������� ���
����	��� 

• ������� �������� �
� 
������� �
����� ��
����� �� ����� ��
�
����� ����
����� ����
��� ��� � ��������� ��� ����	��� ��� ��	��
�
F �
 
���� �
���!��� ��	��
� G� � �����	 

• ������� �������� �
� 
������� ������������ ��
����� �� ����
�� �� ������������ ����
����� ����
��� ��� � ��������� ��� ����	��
��"

#
���	�$����� �� 
�������%�� ����	� ��
������ 
����������
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������� ��

�����
�����	�

F

�����
�����	�

G


���	 ������� ����	�� i �������
����� � � �

F1

G1 �� �� �� �� S11 = 59

G2 �� �� �� �� S12 = 49

������������
����
�� F1

S1F1 = 28 S2F1 = 25 S3F1 = 32 S4F1 = 23 SF1 = 108

F2

G1 �� �� � �� S21 = 68

G2 �� �� �� �� S22 = 47

������������
����
�� F2

S1F2 = 33 S2F2 = 28 S3F2 = 28 S4F2 = 26 SF2 = 115

������������
����

S1 = 61 S2 = 53 S3 = 60 S4 = 49 S = 223

����������� -�� ����� ������ �������� ��
����
�� q� p� g ��	��

q = 4; p = 2; g = 2.

+./



������� ���� ����������� ��������	�

�������� ���	���
 ��� SiGk
 i = 1, 2, 3, 4 k = 1, 2� SGk

 k = 1, 2
�� ��������� � ����� ���

S1G1 =
2∑

j=1

x1j1 = 17 + 19 = 36;

S2G1 =
2∑

j=1

x2j1 = 13 + 17 = 30;

S3G1 =
2∑

j=1

x3j1 = 16 + 18 = 34;

S4G1 =
2∑

j=1

x4j1 = 13 + 14 = 27;

S1G2 =
2∑

j=1

x1j2 = 11 + 14 = 25;

S2G2 =
2∑

j=1

x2j2 = 12 + 11 = 23;

S3G2 =
2∑

j=1

x3j2 = 16 + 10 = 26;

S4G2 =
2∑

j=1

x4j2 = 10 + 12 = 22;

SG1 =
4∑

i=1

SiG1 = 36 + 30 + 34 + 27 = 127;

SG2 =
4∑

i=1

SiG2 = 25 + 23 + 26 + 22 = 96.

��	������ ���� ���� ��������� ����������

���



������ ��� �������� ���	�
����� �������

S��� =
g∑

k=1

p∑
j=1

q∑
i=1

x2
ijk − 1

qpg
S2 = 172 + 132 + 162 + 132 + 112 +

+ 122 + 162 + 102 + 192 + 172 + 182 + 142 + 142 + 112 +

+ 102 + 122 − 1
4 · 2 · 2 · 2232 =

= 126�9375;

S��� =
1
pg

q∑
i=1

S2
i − 1

qpg
S2 =

=
1

2 · 2 · (612 + 532 + 602 + 492
)− 1

4 · 2 · 2 · 2232 =

= 24�6875;

SF
���� =

1
qg

p∑
j=1

S2
Fj

− 1
qpg

S2 =
1

4 · 2 · (1082 + 1152
)− 1

4 · 2 · 2 · 2232 =

= 3�0625;

SG
���� =

1
qp

g∑
k=1

S2
Gk

− 1
qpg

S2 =
1

4 · 2 · (1272 + 962
)− 1

4 · 2 · 2 · 2232 =

= 60�0625;

SF
��� =

1
g

p∑
j=1

q∑
i=1

S2
iFj

− 1
qpg

S2 − S��� − SF
���� =

=
1
2
(
282 + 252 + 322 + 232 + 332 + 282 + 282 + 262

) −

− 1
4 · 2 · 2 · 2232 − 24�6875 − 3�0625 =

= 11�6875;

SG
��� =

1
p

g∑
k=1

q∑
i=1

S2
iGk

− 1
qpg

S2 − S��� − SG
���� =

=
1
2
· (362 + 302 + 342 + 272 + 252 + 232 + 262 + 222

) −

���



������� ���� ����������� ��������	�

− 1
4 · 2 · 2 · 2232 − 24�6875 − 60�0625 =

= 4�6875;

SFG
���� =

1
q

g∑
k=1

p∑
j=1

S2
jk − 1

qpg
S2 − SF

���� − SG
���� =

=
1
4
· (592 + 492 + 682 + 472

) −

− 1
4 · 2 · 2 · 2232 − 24�6875 − 3�0625 − 60�0625 =

= 7�5625;

SFG
��� = S��� − S��� − SF

���� − SG
���� − SF

��� − SG
��� − SFG

���� =

= 126�9375 − 24�6875 − 3�0625 − 60�0625 −
− 11�6875 − 4�6875 − 7�5625 =

= 15�1875.

��������� �	
����� ���� � ��������� ��������� ������� �����

����

k��� = q − 1 = 4 − 1 = 3;

kF
��� = (q − 1)(p − 1) = (4 − 1)(2 − 1) = 3;

kF
���� = p − 1 = 2 − 1 = 1;

kG
��� = (q − 1)(g − 1) = (4 − 1)(2 − 1) = 3;

kG
���� = g − 1 = 2 − 1 = 1;

kFG
���� = (p − 1)(g − 1) = (2 − 1)(2 − 1) = 1;

k��� = qpg − 1 = 4 · 2 · 2 − 1 = 15;

kFG
��� = (q − 1)(p − 1)(g − 1) = (4 − 1)(2 − 1)(2 − 1) = 3,

������� ���� ����������

s2
��� =

S���

q − 1
=

24�6875
3

≈ 8�23;

���



������ ��� �������� ���	�
����� �������

(
sF
���

)2 =
SF
���

(q − 1)(p − 1)
=

11�6875
3

≈ 3�90;

(
sF
����

)2 =
SF
����

p − 1
=

3�0625
1

= 3�0625;

(
sG
���

)2 =
SG
���

(q − 1)(g − 1)
=

4�6875
3

≈ 1�5625;

(
sG
����

)2 =
SG
����

g − 1
=

60�0625
1

= 60�0625;

(
sFG
����

)2 =
SFG
����

(p − 1)(g − 1)
=

7�5625
1

≈ 7�5625;

s2
��� =

S���

qpg − 1
=

126�9375
15

= 8�4625;

(
sFG
���

)2 =
SFG
���

(q − 1)(p − 1)(g − 1)
=

15�1875
3

= 5�0625.

�������� �	��
���	 ��������� �� �������� ������ � ������	���

FF
	
�	� =

(
sF
����

)2(
sF
���

)2 =
3�0625
3�90

≈ 0�79;

FG
	
�	� =

(
sG
����

)2(
sG
���

)2 =
60�0625
1�5625

= 38�44;

FFG
	
�	� =

(
sFG
����

)2(
sFG
���

)2 =
7�5625
5�0625

≈ 1�49;

F ���
	
�	� =

s2
���(

sFG
���

)2 =
8�23

5�0625
≈ 1�63.

���� �� �������� ��������� �	�	� �	��	��� ������ � �����!
�	�� "�	�# $% ��� �����	� ��
�� ���� &	��� α = 0�01 � ���'�	���
�� ����
 
��'�	��� ���(���	 �������� �	����

FF
��(0�01; 1; 3) = 34�12;

)**



������� ���� ����������� ��������	�

FG
��(0�01; 1; 3) = 34�12;

FFG
�� (0�01; 1; 3) = 34�12;

F ���
�� (0�01; 3; 3) = 29�46.

�������� FF
����� < FF

��� ��	
������� ������� ����	��� ���	�����

���� ��	������ 	�� ������� F ������
� �����������

�������� FG
����� > FG

��� ��	
������� ������� ����	��� ���	�����

���� ��	������ 	�� ������� G ������
� ���������

�������� FFG
����� < FFG

�� � ��	
������� ������� ����	��� ���	���

������ ��	������ 	�� ������� F ��� ������ ��	����� ������� G
������
� �����������

�������� F ���
����� < F ���

�� � ��	
������� ������� ��	���	������� ���

��	��� ���	�������� ��	������ ��� ������ ��	����� �������� F �

G ������
� �����������

������ �� ������	 
�

������ �� �����	��� �� ��
 ����� ����� �� �����
� � ��������

������ ������� ��	 �����
� �� ����
�� !���	�
 	�������"��� ����

���� ��� ����� �����#���� $�$% ���������� ������� ������� ��� ����

����� ������� ����	���� �������������� #� �� ���� ����
��� � ����


������ ����������" � �	������
� 	��������
�� &��������� ������

 ����� ��	��� � �� �� ''�

����	
���� ������� ������� �� ��	����������

������ �� �����	��� ����� ������ �� �����
� � �������� ������

������� ��	 �	���� " ���� ��
�� �� ����� � (���� ���
������ !��

��	�
 	�������"��� ������� ��� ����� �����#���� $�$) ����������

������� ������� ��� �������� ������� ����	��� �� ������� �������

��� �������� ��	���	������� ����	���� �������������� #� ���������

��� ������ ���
����� �����	����� � 	����	������" �� ����� &������

���� ����� ����� ��	��� � �� �� '*�

����	
���� ������� ������� ��� �������� ������� ����	��� �� ��	�

���������� ������� ������� ��� �������� ��	���	������� ����	���

��	����������
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F1 F2 F3 F4
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� �� �� �� ��
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��	���� ������ x�� �� �� �� ��

������� ��

�����
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���

i

����� �
����
 !������	
"���
�������

xiF1 F2 F3 F4

� �� �� �� �� ��

� �� �� �� �� ��#��

� �� �� �� �� ��#�

� �� �� �� �� ��#��

� �� �� �� �� ��#��

� �� �� �� �� ��#��

��	���� ������ x�� �� �� �� ��

������ �� � ���������	 
�������� ���	���� �� �	����� ���	��

���� �� ���� ���������� ������ � ���� ��� �� �	��	� ��������

���	 ��	�

������ ������������ ��
���	����� ����	�� 
�� �	��	 ������

 ���	 !�!" 
����	����#
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• ��� ������� G �	
��
� ������� ��� ���
�	�� ������� 	�����

�� �� ������ �� ������ �
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� ��	���	�� ��� � 
�������� ���
��
������

• �	
��
� ������� ��� ���
�	�� ������� 	����
�� �� ������ ��
������ �
�����
� ��	���	�� ��� � 
�������� ��� ��
����� ��� �������
F ��� ���
�� �������� ������� G� � 
�������

�����	�����	�� �� �������� �� ��
��� 
������
� ���������
�
� ��	���!���
�" ��#����� $��������� �����#���
� ����
� � ��#����
%��#�� &'(�

������� ��

�����
�����	�

G

����� �����	� F 
������
����F1 F2

G1 � � � � � � � �
SG1 = 48

���� S11 = 22 S21 = 26

G2 � � � � � � � �
SG2 = 39

���� S12 = 16 S22 = 23


������
����

SF1 = 38 SF2 = 49 S = 87

���������� )	
��
� ������� ��� ���
�	�� ������� 	����
�� ���
������� F ����������	�� * �
+�� �������� �	
��
� ������� ���
���
�	�� ������� 	����
�� 
� ����������	��

�	�	
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� 
�� ��
�� " ��� 
	��� ��#���� �� ����� ���������� ��!
�" � ���� ��� ��� ���
��
������
� ����� ��
��

-������ ���������
�� ��	���	�"
�� �
����� ��� ���
� �
����
��	�� .�.' ����������/

• ��� ������� F �	
��
� ������� ��� ���
�	�� ������� 	�����

�� �� ������ �� ������ �
�����
� ��	���	�� ��� � 
�������� ���
��
������

• ��� ������� G �	
��
� ������� ��� ���
�	�� ������� 	�����

�� �� ������ �� ������ �
�����
� ��	���	�� ��� � 
�������� ���
��
������

&.0



������ ��� �������� ���	�
����� �������

• ������� �����	
� ��� �������� ������� �	�	���� 
� ����� ��
������� �	�	������ ���	���� ��� � �	������� ��	 �������� ��� �������
F �� ��
�� ��������� ������� G� � �������

• ������� �����	
� ��� �������� ������������ �	�	���� 
� ����
�� �� ������������ �	�	������ ���	���� ��� � �	������� ��	 �������
���

������������� �� �	
����� �� �
���� ��������� ��
�����	��
� ������!�����" �#����� $	
������ ����#����� ������ � ��#���
%��#�� &'(�

������� ��

�����
�����	�

F

�����
�����	�

G


���	 ������� ����	�� i �������
����� � � �

F1

G1 �� �� �� �� S11 = 135

G2 �� �� �� �� S12 = 118

������������
����
�� F1

S1F1 = 69 S2F1 = 81 S3F1 = 59 S4F1 = 44 SF1 = 253

F2

G1 �� �� �� � S21 = 153

G2 �� �� �� �� S22 = 119

������������
����
�� F2

S1F2 = 78 S2F2 = 82 S3F2 = 64 S4F2 = 48 SF2 = 272

������������
����

S1 = 147 S2 = 163 S3 = 123 S4 = 92 S = 525

���������� )������ �����	
� ��� �������� ������� �	�	���� ���
������� F � ������� F �� ��
�� ��������� ������� G �	 �����
�������� * ��+� ������� ������� �����	
� ������������

&,&
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������� �

������� ���	
�� ������ Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
z2
2 dz

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)

���� ������ ���� ������ ���� ������ ���� ������ ���� ��	���

���� ������ ���	 ���
�� ���� ����	� ���� ������ ���
 ��	�		

���� ������ ���� ���
�� ���� ������ ���� ������ ��
� ��	��


���	 ������ ���� ���
�� ���� ������ ���
 �����
 ��
� ��	���

���� ������ ���� ������ ���� ������ ���� ������ ��
� ��	���

���� ����

 ���� ������ ���
 �����
 ���� ������ ��
	 ��	�	�

���� ����	
 ���� �����	 ���� ���
�� ���� ������ ��
� ��	���

���� �����
 ���
 ������ ���� ���
�� ���	 �����	 ��
� ��	��


���� ���	�
 ��	� �����
 ���� ���
�� ���� ������ ��
� ��		��

���
 ���	�
 ��	� ������ ���	 �����
 ���� ����	� ��
� ��		��

���� ���	
� ��	� ������ ���� ������ ���� ������ ��
� ��		��

���� ����	� ��		 ����
	 ���� ������ ���� ����
� ��

 ��		�


���� ������ ��	� ���		� ���� �����	 ���� �����	 ���� ��	��	

���	 ������ ��	� ���	�� ���� ������ ���
 ������ ���� ��	�	�

���� ������ ��	� ������ ���� ����
� ���� ������ ���� ��	���

���� ����
� ��	� �����	 ���
 ������ ���� ���
�� ���	 ��	���

���� ����	� ��	� ������ ���� ������ ���� ���
	
 ���� ��	���

���� ������ ��	
 ������ ���� ����
� ���	 ���
�� ���� ��	�	�

���� ������ ���� ������ ���� ���	�� ���� ���

� ���� ��	���

���
 �����	 ���� ����
� ���	 ���	�� ���� ��	��	 ���� ��	���

���� ����
	 ���� ������ ���� ���	�
 ���� ��	��� ���� ��	�



���

���� ����	� ���	 ������ ���� ������ ���� ��	��� ���
 ��	���



�������

���������� �	�
 �

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)

���� ������ ���� ������ ��	� ������ ���� ���	�� ���� ������

���� �����
 ���	 ������ ��	
 �����	 ���� ���	�	 ���	 ������

���� ����	� ���� ������ ��	� ����	� ���� ���	�� ���� �����


���� �����	 ��
� ������ ��	� ������ ���� ���	�
 ���� ������

���� ������ ��
� �����
 ��		 ������ ���
 ���	�	 ���� ������

���
 ������ ��
� ����
� ��	� ������ ���� ���		� ���� ������

���� ������ ��
� ������ ���� ������ ���� ���		� ���	 ������
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In the educational manual necessary theoretical information and formulas, solutions of typical
tasks are given, it also contains tasks for self solutions with instructions and answers for them.
A great attention is paid for methods of statistic processing of experimental data.

It is meant for students of non-mathematical specialities in the higher educational establish-
ments and also for all, who uses the probability theory and statistic methods in solutions of practical
tasks.
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